Kapitola 2

Kinematika

Vsechny kinematické vztahy se opiraji o zdkony zachovani energie a hybnosti.
V mnoha pfipadech ale mizeme s vyhodou pouzit formalismus Mandelstamovych
invariantd, diky kterym podoba pfislusnych vztaht nezavisi na vybéru soufadné
soustavy. Tato kapitola také stru¢né shrnuje Lorentzovu transformaci, kinematiku
rozpadi Castic, fazové objemy, G¢inné prurezy a luminositu. Tyto pojmy budeme
vyuzivat v néasledujicich kapitolach. Pro pfehlednost pouzivame v textu tato ozna-
éeni:

e FE je celkova energie ¢astice. Kinetickou energii oznacujeme T, pficemz T =
E—m.

e Velikosti hybnosti oznac¢ujeme malymi pismeny (napf. p1), jde-li o vektor, je
oznacen p;. Plati tedy p1 = |p1]-

o Ctyihybnosti zna¢ime vzdy velkymi pismeny, tedy P = (E, ).

2.1 Ctythybnosti a Mandelstamovy invarianty

Pri feSeni tloh z kinematiky ¢asto s vyhodou vyuzijeme zapis pomoci tzv. ¢tyfhyb-
nosti
P = (E,p) (2.1)

Snadno nahlédneme, Ze zachovani ¢tyrhybnosti je vyjadfenim zdkona zachovani
energie a hybnosti. Pro ¢tyfhybnosti definujeme skaldrni soucin tak, aby vysledek
byl relativisticky invariantni (pi¥iklad 2.1). Proto

PP, =E By —pi - Do (2.2)

Z uvedené definice ihned plyne, ze kvadrat ¢tyrhybnosti predstavuje druhou moc-
ninu klidové hmoty castice.

Pro popis interakci ¢astic se ¢asto pouzivaji i tzv. Mandelstamovy invarianty
s,t,u. Pfedstavme si interakci dvou ¢&astic (1,2) za vzniku obecné jinych ¢astic
(3,4)

142—->3+4 (2.3)
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Mandelstamovy invarianty jsou pak definovany vztahy

S = (Pl + P2)2 (24&)
t= (P, — Ps)? (2.4b)
u= (P, — P)? (2.4c)

Invariant s zjevné predstavuje kvadrat celkové energie soustavy v jejim téZistovém
systému (CMS), invarianty ¢,u lze vyjadfit pomoci s a thlu vylétajicich ¢éstic
v CMS, viz piiklad 2.2.

Jednoduché priklady lze fesit pfimo jako soustavy rovnic dané zdkony zachovani
energie a hybnosti (viz pfiklady 2.3, 2.4). Mnohem jednodussi je v8ak vyuzit vyse
uvedeny formalismus, at uz Mandelstamovy invarianty (napf. pro urceni prahové
energie reakce, viz ptiklad 2.6) ¢i algebru ¢tyfhybnosti (viz priklad 2.7).

2.2 Lorentzova transformace

Lorentzova transformace spojuje kinematické veli¢iny energii a hybnost ve dvou
riznych inercidlnich vztaznych soustavach.
Uvazujme castici, kterd se v ¢arkované soustavé pohybuje rychlosti

B=v/c (2.5)

ve sméru kladné osy = vzhledem k puvodni soustavé (neboli éarkovana soustava
se pohybuje rychlosti —f3 vici pivodni soustavé). V tomto specidlnim piipadé
transformace v jednom sméru' ma Lorentzova transformace tvar

vy By 00
B 00

P = 07 g Lo | P (2.6)
0 0 0 1

kde P, P’ jsou sloupcové vektory ¢tyfhybnosti v prvnim, resp. druhém soufadném
systému a 7y predstavuje znamy relativisticky faktor:

1 (2.7)

s

Maticovy zapis (2.6) lze prepsat do soustavy rovnic pro jednotlivé komponenty
¢tythybnosti, kde hybnost p’ rozdélime na slozku rovnobéznou (p) a kolmou (p_.)

vuci sméru vzajemné rychlosti soustav S:

B = (E+3-5) =~ (E+6p)) (2.8)
P =7 (p) + BE) (2.8b)
P\ =p1 (2.8¢)

1V anglické literatuie se obvykle pouziva termin Lorentz boost.
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V obecném piipadé, tj. kdyz hybnost ¢astice svird s vektorem vzajemné rychlosti
soustav obecny thel, lze ukazat:

7 = E+7*~*> I+5 2.9
= < o AR LR (2.9)
Snadno nahlédneme, 7e v piipadé f|7 se vztah (2.9) redukuje na vztah (2.8b).

2.3 Rozpady castic

Nejjednodussim pripadem je rozpad mateiské ¢astice na dvé dcefiné castice. V kli-
dovém systému rozpadajici se ¢astice, viz obr. 2.1a, lze jednodusSe ze zakont zacho-
vani hybnosti a energie odvodit vztahy:

M m?—m?
Eio=—+ -1 2 2.10
1275 oM (2.102)
\/M2—(m1—|—m2)2\/M2—(m1—m2)2

P1 = P2 = Pcms = (210b)

2M ’

kde M, mq, mo jsou hmoty matefské a dcefinych c¢astic. U dvoucasticového rozpadu
je jeho kinematika v téZisfovém systému uréena jednoznaéné.?

Slozitéjsi je tricasticovy rozpad, na ktery lze nahlizet jako na dva po sobé
jdouci dvoucasticové rozpady. Pfislusné schéma je zndzornéno na obr. 2.1b. Aplikaci

vztahu (2.10b) dostédvame:

VM2 — (mia 4+ m3)?y/M? — (m1y — m3)?

P12 =p3 = Wi (2.11a)
2 2 2 _ 2
pi=pp = V(i t m22)m\1/2m12 (s = ) (2.11b)

Hybnost p3 popisuje kinematicky stav 3. castice v klidovém systému rozpadajici
se Castice, zatimco hybnost p} odpovida hybnosti 1. a 2. ¢astice vzhledem k jejich

Vv

invariantni hmotu soustavy 1. a 2. ¢astice:
miy = (E1+ E2)” — (§1 + )’ (2.12)

Na rozdil od dvoucasticového rozpadu zde invariantni hmota mi5 hraje roli volného
parametru, ktery mtze nabyvat hodnot

mi1+mo < mig < M —mg3 (213)

Minimélni hodnota mis odpovidd maximéalni hybnosti p; a energii E3 (viz téZ
priklad 2.7). Maximéalni hodnota mi2 naopak odpovidé ps = 0. Poznamenejme, Ze

kinematickd konfigurace (tj. rozdéleni energie mezi dcefiné ¢astice) tii¢asticového
rozpadu ma celkem dva volné parametry.3

2Dvoudésticovy rozpad ma 8 parametrii — ¢tyfhybnosti deefinych &astic. Ty jsou vazany za-
konem zachovani ¢tyfhybnosti (4 rovnice) a déle relativistickym vztahem (1.1) mezi energii a
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D1, M1 D12, M12
.13 =0,M ‘13 =0,M
b2,1m2 D3, M3
a) b)

Obrazek 2.1: Schéma dvouéésticového rozpadu (a) a t¥i¢dsticovy rozpad (b) na-
hlizeny jako dva po sobé& jdouci dvoudasticové rozpady, kazdy ve svém tézistovém
systému.

2.4 Fazovy objem, luminosita, i¢inny prufez

V této kapitolce se budeme vénovat veli¢indm souvisejicich s pravdépodobnosti in-
terakce ¢i rozpadu ¢éstic. Nejprve probereme problematiku fazového objemu (od-
dil 2.4.1), déle se zminime o ¢inném prifezu a luminosité (oddil 2.4.2).

2.4.1 Fazovy objem

Fazovym objemem nazyvame velikost fazového prostoru. Element fazového objemu
d®,,, pro ny castic je definovan obecnym vztahem?*

nr

_ d*p; )
de,, = H(%)SQE( YW (P — ZP (2.14)

kde P znadi soucet ¢tyfhybnosti ¢astic v poéateénim stavu, P; (p;) jsou étyFhybnosti
(hybnosti) jednotlivych ¢astic v koncovém stavu. P¥itomnost §-funkce vyjadiuje z4-
kon zachovéni ¢tythybnosti. Faktor 1/((27)32E;) souvisi s normou vlnové funkce a
je volen tak, aby maticovy element Mg i fAzovy objem byly Lorentz-invariantni®.
Fazovy objem ®,,, je tedy invariantni mira pii integraci pfes ¢tyfhybnosti (viz pti-
klad 2.11), nejsnéze jej lze pocitat v tézistovém systému. Ze vztahi (2.14) a (2.22)

hybnosti kazdé dcefiné castice. Celkem tedy mame 8 —4 —2 = 2 volné parametry, coz jsou polarni
a azimutalni thel vyletu dcefinych castic. Tyto thly ale nemaji vliv na velikost energii a hybnosti
dcefinych castic.

3Ctyfhybnosti deefinych Eastic reprezentuji 12 parametrii vzajemné vazanych zdkonem zacho-
vani ¢tyfhybnosti (4 rovnice) a pro kazdou dcefinou &&stici dale plati relativisticky vztah (1.1)
mezi jeji energii a hybnosti (celkem 3 rovnice). Mame tedy 12 — 4 — 3 = 5 volnych parametrd,
z nichz tfi uhly (poldrni a azimutalni thel vyletu tfeti ¢astice a azimutalni thel vyletu ¢astic 1,2
viéi sméru vyletu tieti ¢astice) nemaji vliv na energii a hybnost dcefinych ¢astic. Zbyvaji tedy
2 volné parametry, napf. invariantni hmota mis a polarni tthel vyletu ¢astic 1,2 viéi sméru vyletu
tieti Castice, energie 1. a 3. Castice nebo invariantni hmoty mi2 a mas.

4Faktor (27)% je véci konvence. Bud je soucasti definice fazového objemu (nas ptipad), nebo
vystupuje samostatné ve vztazich (2.31) a (2.22).

5V angli¢tiné se pouziva termin Lorentz-invariant phase space, LIPS.
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vidime, Ze rozmér fazového prostoru zavisi na poétu ¢astic v koncovém (ns) stavu
[@,,] = (GeV)>™ 1 (2.15)

Pro element fazového objemu dvoucasticového rozpadu (viz obr. 2.1a) plyne ze
vztahu (2.14), viz téz piiklad 2.12:

1 Ppems

d®y (M, mq1,me) = 6:2 M

dcosfd¢ (2.16)

M je hmota materské Castice a pems je hybnost dcefinych éastic v tézistovém sys-
tému, viz téz vztah (2.10b). V tomto pfipadé vyjadiuje element fdzového objemu
jen volnost v tom, do kterych sméru 6, ¢ se Castice rozleti, pficemz vSechny sméry
jsou z hlediska fazového objemu stejné pravdépodobné.® Fazovy objem dvoucésti-
cového rozpadu ziskdme integraci vyrazu (2.16)

1 cms
(M, my,mg) = = (2.17)
Ve specialnim pripadé m; = mo = 0 dostaneme

1
5(M.,0,0) = (2.18)

™
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V pripadé tric¢asticového rozpadu je situace slozité€jsi. Na tento problém miizeme
nahlizet jako na dva po sobé jdouci dvouéasticové rozpady (viz obr. 2.1b). Pro
element fazového objemu pak plati

dq)g(M, mi, Mo, m3) = d@Q(M, mi2, m3> d@z(mlg, mi, W’LQ) (27r)_1dm%2, (219)

kde invariantni hmota mjs hraje roli jednoho ze dvou volnych parametri kine-
matické konfigurace tii¢asticového rozpadu (viz kapitolka 2.3). Uvedeny vztah lze
dokézat pouzitim definice (2.14) na obou strandch rovnice. Diky netrividlni zavis-
losti na invariantni hmoté m5 nejsou vSechny elementy fazového objemu tticastico-
vého objemu stejné a tedy rizné kinematické konfigurace takového rozpadu nejsou
obecné stejné pravdépodobné. Fazovy objem ®3 ziskdme integraci vyrazu (2.19).
Jednoduché feseni existuje napt. pro specialni pfipad rozpadu na nehmotné c¢astice:

CI)g(M,O,O,O) = (27T) 32

(2.20)

Na rozdil od dvoucasticového fazového objemu ma ®3 rozmér kvadratu energie,
viz relace (2.15). Obecné lze fdzovy objem ®,, pro rozpad na n ¢astic uréit pomoci

6V rozpadech polarizovanych ¢astic je netrividlni ithlovéa zavislost popsana maticovym elemen-
tem.



