Kapitola 6

Lebesgueuv integral v R4

Vime, ze (R% L% \;) je prostor s mirou. Misto L'()\g) se obvykle pise
L'(R%). Pokud A € £%, miizeme uvazovat restrikci o-algebry £ na A a re-
strikci Ay na méritelné podmnoziny A. Dostdvame tak novy prostor s mirou
(A, LYA), M| a), kde LYA) == {ANA: A e LY a \g|a(B) := \(B),
B € LYA). Virok ,f € L' na A“ nebo ,f € L'(A)“ znamen4, 7e f je
integrovatelna na tomto prostoru s mirou. Analogicky vyznam méa symbol
L*(A).

Je-lid=1,a,beR, I jenéktery z intervalu [a,b], [a,b), (a,b], (a,b)
a f € L(I), pak se obvykle misto [; f d\; uZivé oznadeni

Ja f nebo (L) [ .
Casto se pise
b
/ f(x)dx .
a
Symboly [ f, [°. f ataké LP(I) nebo LP((a,b)) maji ziejmy vyznam.
Protoze Lebesgueova mira kazdé jednobodové mnoziny je rovna nule,

nehraje roli, zda koncové body intervalu do integra¢niho oboru patfi ¢i ni-
koli.

Lebesguetiv, Riemanniv a Newtonuv integral

Definice Lebesgueova integralu neposkytuje prakticky zadnou moznost vy-
poctu v konkrétnich situacich.

Nejprve ukézeme, ze Lebesgueliv integral je zobecnénim Riemannova
integrélu, ktery budeme znacit (R) [ f I
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52 6. Lebesguetiv integral v R?

Véta 6.1 (o vztahu Lebesgueova a Riemannova integralu). Necht f je ome-
zend funkce na intervalu [a,b]. Je-li f riemannovsky integrovatelnd, je le-
besgueovsky integrovatelnd a

nfr=w/r

Diikaz. Necht D :={a =29 <21 < ... <z = b} je déleni intervalu [a,b].
Necht M :=sup|f|([a,b]) a

m; = inf f([z;-1,2;]), M;j == sup f([z;-1,7;]),
ap :=m; na (z;_1,z;], Bp := Mj na (xj_1,z;], je€{l,...,n},

ap(a) = =M a fp(a) = M.

Dale definujeme

s(D) = Yoy mj(wj —xj1), S(D) = joy Mj(z; —xj1).
Necht {D;} je posloupnost déleni intervalu [a, b]. Budeme fikat, ze {D;}
je vhodnd posloupnost déleni, jestlize D;i1 je zjemnénim déleni D;, j € N,
a normy déleni D; konverguji k nule. Vime, Ze funkce f je riemannovsky
integrovatelna, pravé kdyz
lim s(D;) = lim S(Dj)
j—oo j—oo
pro kazdou vhodnou posloupnost déleni {D;}. Spole¢néa hodnota téchto li-
o b
mit je rovna (R) [, f.
Necht {D;} je vhodna posloupnost déleni. Misto ap; (resp. 8p,) budeme
psat o (resp. ;). Ziejmé plati

~M<ap<ay... < f<...lo<B <M

Ozna¢me o := lim;_ .o aj, B = limj_ o B;. Plati —M < o < 8 < M.
Podle Lebesgueovy véty 5.8 (za integrovatelnou majorantu lze uzit kon-
stantni funkci M) plati

b b b
(L)/ a= (L) [ lim o = lim (L)/ a; = lim s(Dj).
a a J—0OC J—00 a J—00
Podobné
/ B = lim S(Dj).

J—00
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Jestlize f je riemannovsky integrovatelna, plati

W [a=w ['s,

W [ =0.

Protoze f —a > 0, plati &« = 3 s.v. na [a, b] (vzhledem k mife \;). Protoze
a< f<Bje f=asv, tedy feL'([a,b]) a

tedy

W [ r=w [a=1mswy=m) [ 1.

J—00

O

Je mozné ovérit, ze pokud = € [a, b| neni délicim bodem zadného z déleni
Dj, j € N, pak a(x) = B(x), pravé kdyz funkce f je spojitd v bodé x.
Spocetnd mnozina délicich bod@ vSech déleni D; mé4 miru nula. Nyni je
vidét, ze omezend funkce je riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz je
spojita skoro vsude.

Véta 6.2 (o vypoctu Lebesgueova integrdlu pomoci primitivni funkee).
Necht —o00 < a < b < oo, f je spojita funkce na (a,b) a F je primitivni
funkce k funkci f. Jestlize f € L* ((a,b)), potom ezistuji jednostranné limity
F(a+), F(b—) a

b
(L) [ £ =Fb=) = Flat).

Dukaz. Nejprve pripomerime, Ze pro kazdou spojitou funkei na (a, b) existuje
primitivni funkce. Zvolme ¢ € (a,b), ¢isla b; € (c,b), j € N, takova, ze
posloupnost {b;} je neklesajici s limitou b a nechf ¢; je charakteristicka
funkce intervalu (c,b;). Potom {¢;fT} je neklesajici posloupnost. Podle
Leviho véty 5.3 plati

,nm(L)/cbgpjﬁ:(L)/cbfﬁ

J—00

Ozna¢me F| primitivni funkci k funkci f*. Vime, Ze

W [t =w [T =w [C 5 =Ry - B,
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Funkce Fy je neklesajici na (c,b), nebot F{ = f* > 0. Proto existuje limita
Fy(b—) (vlastni nebo c0). Dostavame

[ 5 =R - A,

Podobné se dokéze, ze existuje limita Fj(a+) (vlastni nebo —oo) a plati

L) /:ﬁ — Fi(¢) = Fy(a+) .

Odtud sec¢tenim dostaneme

b
(L) [ £ = Fio-) - Fita).
(prava strana je redlné ¢islo nebo 0o).

Je-li F5 primitivni funkce k funkci f~, podobné se dokaze, ze

/ == — Fy(a+)

(prava strana je redlné ¢islo nebo oo). Podle predpokladu je f € L* ((a,b)).
Je-li tedy Fi(b—) — Fi(a+) = oo, pak Fy(b—), Fa(a+) jsou redlnd cisla.
Pokud Fy(b—) — Fy(a+) = oo, jsou Fi(b—), Fi(a+) redlna ¢isla. Tudiz
vyraz Fy(b—) — Fi(a+) — (Fa(b—) — Fa(a+)) ma smysl. Protoze F' = f,
(Fy — F) =F —F)= T — f~ = f, li§f se funkce F, F| — F, o konstantu.

Dostévame
/ r=w [ rm [ =

= F1(b—) — F>(b—) — (Fi(a+) — Fa(a+)) = F(b—) — F(a+) . O

P1i vySetrovani Fourierovych fad budeme uzivat nasledujici vétu o aproxi-
maci.

Véta 6.3. Necht p > 1, f € LP((a,b)) a € > 0. Potom existuje spojitd
funkce g na [a,b] takovd, Ze g(a) = g(b) a ||f — gll, < e.

Dikaz. Vétu staci dokazat za predpokladu, ze funkce f je redlné. Definujme
fj == min(max(f,—75),7), j € N. Potom

|f = filP < Qmax([f5], [FD)P <2°[f17, 7 €N,
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a limj_. | f; — f|P = 0. Podle Lebesgueovy véty (véta 5.8) existuje k € N
takové, ze pro funkci f := fi plati

[ 15 <ersp (6.)

Protoze |f| < k, podle véty 4.4 existuji spojité funkce g; na [a,b] takové, ze
|g;] < k a f=1imj_, g skoro vSude. Znovu aplikujeme Lebesgueovu vétu:
existuje m € N takové, ze pro funkci g := g,, plati

[ 17— < . (6.2)

Ziejmé existuji spojité funkce h; na [a,b] takové, ze hj(a) = h;(b),5 € N,
|hj| < k alimj_,o hj =g na (a,b). (V okoli bodl a, b nahradime funkci g
napf. vhodnou linearni funkei.)

Opét podle Lebesgueovy véty existuje n € N takové, ze pro g := h,, plati

[a-d<ermy. (6.3)

Z nerovnosti (6.1), (6.2), (6.3) a z Minkowského nerovnosti dostavame odhad
If =glly <e. U

Poznamka 6.4. Pri studiu Fourierovych rad bude uzite¢né si uvédomit, ze
L((~m,m) € L} ((~.m)). (6.4)

Podle Hélderovy nerovnosti (véta 5.14) plati pro f € L*((—m, 7)) ag =1
na (—m, )

[l (L) ()" = varisie < oo

—T

Trigonometricky systém a Fourierovy rady

Definujme
o0 Z‘j
eXpZ::Zﬁ’ zeC.
7=0
Rada konverguje absolutné a lokalné stejnomérné v C a plati

exp(z +w) =expz-expw, z,weC,

exp’ = exp .



