Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole pripomeneme zakladni pojmy a oznaceni, které budeme
uzivat.
Bod z € R? je d-tice realnych ¢isel,

r=(21,...,2q), z; €R, je{l,...,d}.
Norma z € R? je obvykla euklidovska norma:
|z] = (2 + ...+ 222,

Uzivame béznd mnozinova oznaceni pro prunik a sjednoceni; A\ B je rozdil
mnozin A a B a A€ je doplnék mnoziny A.

Jsou-li A a B neprazdné podmnoziny R?, jejich vzdalenost je defino-
vana rovnosti

dist(A, B) := inf |z — y|,

kde infimum se bere ptes viechna x € A ay € B. Je-li z € RY, A = {x},
potom piSeme misto dist ({z}, B) pouze dist (x, B).
Prémér neprazdné mnoziny A C R? je definovan rovnosti

diam A :=sup |z — y|,

kde supremum se bere pres viechna z, y € A. Neprazdna mnozina A C R?
se nazyva omezena, jestlize diam A < oo.
Pro z € R? a r > 0 definujeme otevienou kouli B,(x) o stiedu x a po-

loméru r
By(z):={yeR¥: |y—z|<r}.

Necht A ¢ R?. Vnitiek mnoziny A je definovan jako mnozina vsech
bodii z € R?, pro néz existuje r» > 0 takové, ze B,(x) C A; znadi se A°.
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10 1. Zdkladni pojmy

Mnozina A C R? se nazjva oteviena, jestlize A = A°. Tedy mnozina A
je oteviend, jestlize pro kazdé x € A existuje r > 0 takové, ze B,.(z) C A.
Ziejmé B,.(z) je oteviena mnozina.

7Z definice je ziejmé, ze libovolné sjednoceni otevienych mnozin je otev-
fend mnozina a prunik kone¢ného poctu otevienych mnozin je oteviena
mnozina.

Rikédme, Ze mnozina A C R? je uzaviena, jestlize A° je oteviena mno-
zina. Libovolny prinik uzavienych mnozin je uzaviena mnozina a sjednoceni
kone¢ného poctu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Mnozina A C R? se nazyva kompaktni, jestlize je uzaviena a omezena.

Pfipomenme Borelovu vétu: Jestlize A C RY je kompaktni mnozina,
Vo, a € I, jsou otevrené mnoziny takové, Ze A C Uycr Va, potom existuje
konecnda mnoZina F' C I takovd, Ze A C Jyep Va- Jinak receno: z kazdého
otevreného pokryti mnoziny A lze vybrat konecné pokryti.

Je znamo, 7e plati obracené tvrzeni: Jestlize A C R? a z kazdého otevre-
ného pokryti mnoZiny A lze vybrat konecné pokryti, potom A je kompaktni
mnozina.

Ukéazeme, ze dist(A,B) > 0, pokud A # (), B # 0, A je kompaktn{
mnoZina, B je uzaviend mnozina a AN B = (). K dikazu uZijeme Borelovu
vétu. Pro kazdy bod = € A existuje r(x) > 0 takové, zZe

dist (z, B) > 3r(x).

Z pokryti { By, (z)(7)}zea vybereme konecné: existuji body z1,...,2, € A
takové, ze

n
AC U B2r(mj)(xj) .
j=1
Ozna¢me r := min (r(x1),...,7(xy,)). Tvrdime, ze dist(A4, B) > r. Je-li
x € A, pak existuje j € {1,...,n} takové, ze |x — x| < 2r(z;). Pro kazdé
y € Bije|xzj—y| > 3r(xj), tudiz

=yl >z —yl—|z—zj|>r(x) >r.

Necht A ¢ R¢, F : A — R™. Pf¥ipometime, ze zobrazeni F je spojité,
pravé kdyZ pro kazdou otevienou mmnozinu V. C R™ je jeji vzor F~Y(V)
oteviend mnoZina v A (tj. existuje oteviend mnozina U C R? takova, Ze
F~YV)=AND).

V dalsim vykladu se nam bude hodit toto tvrzeni: Jestlize G C R? je
otevrend mnozina, potom existuji kompaktni mnoZiny L1, Lo, ... takové, Ze
Lic L, €N, aG=UjZ, L;
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Pro G = RY je tvrzeni zfejmé, stadi zvolit Lj:={x € Re: x| < j}.
Je-li G # R?, definujeme funkci

frx—dist(z,G%), z€G.

Pro z,y € G a z € G° plati dist (z,G°) < |z —z| < |z —y|+ |y — 2],
takze

dist (z,G°) < |z —y |+ dist (y,G).
Odtud plyne

| flx)—fly)|<|z—y|, =zyed.

Funkce f je tudiz spojita, takze pro kazdé j € N je mnozina

{zreG:f(x)>1/j} = (f((=00,1/§)))°

uzavrend, tedy
Lj:={xeG: f(z) 21/j, x| <j}

je kompaktni mnozina. Je-lin € Nay € L;, potom y je prvkem mnoziny
{zeG: fx)>1/(G+1), [z <j+1},

coz je oteviend podmnozina mnoziny Lji1. Tedy y € L7, takze Lj C L7 ;.
Je-li x € G, pak f(x) > 0, tudiz existuje j € N takové, ze x € L;. Dokazali
jsme, ze G = U2, Lj.

Uvedme jesté toto tvrzeni: Necht F C RY je neprdzdnd uzaviend mno-
Zina, G C R? je oteviend mnozina, pro niz G¢ # 0 a necht F C G. Potom
existuje spojitd funkce h : RY — [0,1] takovd, e h =1 na F a h = 0 na
G¢. Tuto vlastnost ma napt. funkce

d(x,G°)

h: RY .
T dm e 1 d@ )

Nyni dokéZeme, e pro kompaktni mnozinu A C R? a spojité zobrazeni
F:A— R™ je obraz F(A) kompaktni.

Necht {Va}, ., je oteviené pokryti mnoziny F(A) a Uy = F~!(Va),
a € I. Potom je {Ua}a I oteviené pokryti mnoziny A. Podle Borelovy
véty existuje konecnd mmnozina J C I takova, ze A C J,cjUq. Protoze
F(F~Y(B)) C B pro kazdou mnozinu B C R™, plat{

c U Va,

aed

takze F'(A) je kompaktni mnozina.
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Dale dokazeme tyto dulezité vysledky:

(a) Je-li A C R neprdzdnd kompaktni mnoZina a f : A — R je spojitd
funkce, potom je funkce f omezend a nabyjvd na A minima a maxima.

(b) Je-li A C RY kompaktni mnoZina a f : A — R je spojitd funkce, potom
je funkce f stejnomérné spojitd.

Podle definice to znamend, Ze pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, Ze
| f(z) = f(y)]| <e, kdykoliz,y € Aa |z —y]| <.

Dukaz tvrzeni (a) lze provést napiiklad takto: vime, ze f(A) je kom-
paktni mnozina, takze funkce f je omezena. Necht m := inf f(A) a necht
Aj={reA: f(x) <m+1/j}, j € N. Potom A; je uzaviend mnozina
a Ajt1 C Aj, j € N. Predpokléadejme, ze (21 A; = (); odvodime spor. Pro
Uj == Af je Uj C Ujy1, j € N, a {Uj}jen je oteviené pokryt{ kompaktnf
mnoziny A. Podle Borelovy véty existuje k € N takové, ze

ACcUUUU---UU;, =U, = Aj,.

Pro kazdé = € A tudiz plati f(z) > m + 1/k, coz je ve sporu s definici
¢isla m. Je-li zg € ;21 4j, pak f(zo) = m. Podobné se dokaze, Ze funkce
f nabyva na A maxima.

Nakonec uvedeme netradi¢ni diikaz tvrzeni (b). Mnozina A x A C R??
je omezena a uzaviend, tedy kompaktni. Funkce

F(l‘,y)f—)’f(l‘)*f(y)h (SE,y)GAXA,
je spojitd na A x A. Necht ¢ >0 a
M) :={(z,y) € Ax A: F(z,y) >¢e}.

Potom M(e) je uzaviend podmnozina A x A, tudiz je kompaktni. Je-li
M (e) = 0, potom pro kazdé x,y € A plati

| f(z) = fly) | =F(z,y) <e. (1.1)
Necht M(g) # ). Protoze funkce (z,y) — |z —y|, (x,y) € M(g), je spojita
na M (e), podle tvrzeni (a) existuje bod (zg,yo) € M(e) takovy, ze
|20 —wol <lz—yl, (z,y) € M(e).

Protoze plati | f(x0) — f(vo)| = F(xo,y0) = €, je z9 # yo. Zvolme nyni
0<d<|zg—yol Jestlize z,y € Aa|z—y|<J, potom (z,y) ¢ M(e),
tudiz plati (1.1). Vidime, Ze funkce f je stejnomérné spojita na A.



