Kapitola 10

Vlastni c¢isla

Vlastni ¢isla (difve téz nazyvana ,charakteristickd ¢isla“), podobné jako determi-
nant, predstavuji urc¢itou charakteristiku matice. Poskytuji o matici a o odpovida-
jicim linedrnim zobrazeni mnoho dulezitych informaci.

Definice 10.1 (Vlastni ¢isla a vlastni vektory). Bud A € C™"*". Pak A € C je
vlastni c¢islo matice A a x € C™ jemu prislusny vlastni vektor, pokud Ax = Az,

x # o.

Zde je nutné zminit, ze x # o je nezbytnd podminka, protoze pro x = o by
rovnost byla trivialné splnéna pro kazdé A € C. Na druhou stranu, A = 0 klidné
muze nastat.

Povsimnéme si dale, ze vlastni vektor pri daném vlastnim ¢isle neni urcen jedno-
znacné — kazdy jeho nenulovy nasobek je také vlastnim vektorem. Nékdy se proto
vlastn{ vektor normuje tak, aby |lz|| = 1.

Prirozené, vlastni ¢isla a vektory lze definovat stejné nad jakymkoli jinym té-
lesem. My ztistaneme u R, resp. C. Jak uvidime pozdéji, komplexnim ¢islim se
nevyhneme, i kdyz matice A je redln.

Vlastni c¢isla se daji zavést i obecnéji. Bud V' vektorovy prostor a f: V — V
linearni zobrazeni. Pak A je vlastni ¢islo a x # o prislusny vlastni vektor, pokud
plati f(z) = Az. My se v8ak vesmés budeme zabyvat vlastnimi ¢isly matic, pro-
toze vzhledem k maticové reprezentaci linearnich zobrazeni mizeme tlohu hledani
vlastnich ¢isel a vektori linedrnich zobrazeni na kone¢né generovanych prostorech
redukovat na matice.

Priklad 10.2 (Geometricka interpretace vlastnich ¢isel a vektort). Vlastni vektor
reprezentuje invariantni smér pri zobrazeni x — Az, tedy smér, ktery se zobrazi
opét na ten samy smér. Jinymi slovy, je-1i v vlastni vektor, pak pfimka span{v} se
zobrazi do sebe sama. Vlastni ¢islo pak predstavuje skalovani v tomto invariantnim
smeéru.

o Pieklopeni dle pfimky y = —z, matice zobrazeni A = (? _(1)>:
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e Rotace o tihel 90°, matice zobrazeni A = (? (1)>

T

zadné realna vlastni ¢isla.

Véta 10.3 (Charakterizace vlastnich ¢isel a vektori). Bud A € C**™. Pak
(1) X € C je vlastnim cislem A prdvé tehdy, kdyz det(A — \I,,) =0,

(2) x € C™ je vlastnim vektorem prislusnym k vlastnimu cislu X € C prdvé tehdy,
kdyZ o # x € Ker(A — \1L,,).

Dikaz.

(1) A € C je vlastnim ¢islem A pravé tehdy, kdyz Az = Az, = # o, neboli
(A— AL,z = o, x # o, coz je ekvivalentni singularité matice A — \I,,, a to
zase podmince det(A — AI,) = 0.

(2) Analogicky, x € C™ je vlastnim vektorem pfislusnym k vlastnimu ¢éislu A €
C prévé tehdy, kdyz (A — A,)z = o, x # o, tedy x je v jddru matice
A—),. O

Disledkem véty je, ze k danému vlastnimu ¢éislu A piislusi dim Ker(A — AT,,) =
n — rank(A — AI,,) linedrné nezévislych vlastnich vektort.
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10.1 Charakteristicky polynom

Nejprve nahlédneme, Ze vlastni ¢isla trojuhelnikové matice jsou prvky na diagonéle.
To by nas mohlo motivovat k tomu hledat vlastni ¢isla obecnych matic pomoci
Gaussovy eliminace. Bohuzel, elementarni apravy méni vlastni ¢isla, a tak Gaussova
eliminace pro vypocet vlastnich ¢isel neni obecné pouzitelna.

Tvrzeni 10.4 (Vlastni ¢isla trojihelnikové matice). Necht A € C"*™ je trojihel-
nikovd matice. Pak jeji vlastni cisla jsou prvky na diagondle.

Dikaz. Matice A — M, je také trojihelnikova, a proto jeji determinant je roven
sou¢inu prvku na diagonéle: det(A — AI,,) = (a11 — A) ... (@nn — A). Podle véty 10.3
jsou prvky aii, ..., any, vlastnimi ¢isly matice A. O

Priklad 10.5.

e Jednotkova matice I,, m4 vlastni ¢islo 1, které je n-ndsobné. Protoze Ker(A —
Al,) = Ker(0,,), mnozina prislusnych vlastnich vektoru je R™ \ {o}.

e Nulova matice 0,, mé vlastni ¢islo 0, které je n-nasobné. Mnozina prislusnych
vlastnich vektort je R™ \ {o}. O
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Ax geometricky predstavuje skoseni a protdhnuti v ose z1 o 50 %, ve sméru osy

nijak neprotahuje. Tuto transformaci ilustruje obrazek Stadleckého mostu dole

Priklad 10.6. Méjme matici A = ( ) Prislusné linearni zobrazeni = +—

puvodni obrazek obrazek po transformaci

Vlastni ¢isla matice A jsou % a 1, a jim prislugejici vlastni vektory jsou (1,0)7
a (—%, 1)T. Prvni vlastni ¢islo a vektor Fikaji, Ze se obrazek protdhne o 50 % ve
sméru osy x1. Druhé vlastni ¢islo a vektor rikaji, Zze se obrazek ve sméru vektoru
(—%, 1)T nedeformuje. To se snadnéji nahlédne, pokud obrizek umistime tak, aby
jeho svisld hrana byla natocena ve sméru vektoru v = (—%, T



