1 Pravdépodobnost

1.1 Zakladni pojmy

Matematika je véeda,
a to dokonce jedna z nejkrasnéjsich.

Vétsina jevi, s nimiz se setkdvame, ma ndhodny charakter. Obvykle neni jisté, zda
nam na navstévu lékaie bude stacit jedna hodina casu. Kdyz rozsvitime zarovku,
neni jisté, jestli se béhem vecera neprepali jeji vldkno. Ve vyc¢tu takovych priklad
by se dalo pokracovat.

Néhodné jevy znali lidé od pradavna a vyuzivali je zejména jako zdroj zabavy.
Hraci kostky a karty maji za sebou uz dlouhou historii. Vzpomerime jen na vyrok,
ktery pronesl Gaius Iulius Caesar: ,Kostky jsou vrzeny.“

S tim souvisi jedna z velmi starych tloh, ktera se ve svém jadru tyka vypoctu
pravdépodobnosti a nazyva se uloha o rozdéleni sdazky. Dva hraci, které oznacime
A a B, hraji spolu sérii partii. Pfedpokladejme, Ze v partii nemutze dojit k neroz-
hodnému vysledku (nebo Ze se prosté remizy nepodéitaji). Necht hra je spravedlivd
v tom smyslu, Zze pravdépodobnost vyhry hrdce A v dané partii je stejnd jako
pravdépodobnost vyhry hrace B v téze partii. Kazda z téchto pravdépodobnosti
necht je tedy rovna % Jednotlivé partie probihaji nezavisle na sobé. Hraci hraji
o uréitou ¢astku, kterou ziské ten, kdo prvni vyhraje Sest partii. (Pravidla se po-
dobaji tém, podle nichz se nékdy hraje o titul mistra svéta v Sachu.) Hra musela
byt pferusena ve chvili, kdy hra¢ A dosahl 5 vitézstvi a hra¢ B dosahl 3 vitézstvi.
Protoze se ve hie jiz nebude pokracovat, vznikl problém, jak rozdélit spravedlivé
¢astku, o kterou se hralo.

Ulohu o rozdéleni sazky Fesil jiz Fra Luca Paccioli [1445(?)-1514(?); nékdy se
jako rok jeho smrti udava 1509] v knize Summa de arithmetica, geometria, pro-
portioni et proportionalita, kterd vysla v Benatkach r. 1494. Fra Luca Paccioli byl
ptitelem Leonarda da Vinciho (1472-1519). Székely (1986) piSe, Ze neddvno byl
objeven italsky rukopis z r. 1380, v némz uz je tloha také uvedena. Dnes se mé
zato, ze ji do Italie pfinesli Arabové. Paccioli si viibec neuvédomil, Ze tloha méa
pravdépodobnostni charakter. Na zakladé jakési ivahy opirajici se o formalni vy-
pocet poméru dospél k nespravnému vysledku, Ze spravedlivé rozdéleni ¢astky bude
v poméru 2:1. Chybné feSeni udal také Niccolo Tartaglia [1499(?)-1557] v knize
General trattato di numeri et misura, kterd vysla r. 1556. P¥itom Tartaglia je
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1 Pravdépodobnost

znam tim, ze v jednom matematickém souboji nasel béhem noci vzorec pro feSeni
kubické rovnice.! Ke spravnému feseni dospéli nezavisle na sobé a kazdy jinym
zpusobem teprve Pascal (1623-1662) a Fermat (1601-1665) v r. 1654. Odvodili
prekvapujici vysledek, Ze spravedlivé je déleni ¢astky v poméru 7:1 pro hrace A.

Uvedeme Fermatovo fefeni.? V dané situaci uZ zb§va odehrat nanejvys tii
partie, aby néktery z hract A a B celou ¢astku vyhral. Mysleme si, Ze se budou
hrat jesté pravé tri partie, i kdyz ve vétsiné pfipadi vitéz bude zndm o néco diiv.
Oznacime-li symbolem a vitézstvi hra¢e A a symbolem b vitézstvi hrace B, je
nasledujicich 8 pribéha stejné pravdépodobnych:

aaa aba abb bba
aab baa bab bbb

Pouze posledni z nich pfinese celkové vitézstvi hrac¢i B, ve vsech ostatnich pfipa-
dech ¢astku ziskd hra¢ A. Proto spravedlivé déleni je opravdu v poméru 7:1.

O tom, Ze podstata pravdépodobnostnich problémii byla i pro véhlasné ma-
tematiky dost dlouho obtizné, svédéi i nésledujici pribéh. D’Alembertovi (1717-
1783) byl predlozen problém vypodcitat pravdépodobnost, Ze pfi dvou hodech jed-
nou minci padne aspon jednou lic. Odpovédél, ze tato pravdépodobnost je %, nebot
jsou tfi moznosti (2x lic, 1x lic, 0x lic) a z nich jsou dvé pfiznivé. Toto FeSeni
dokonce publikoval v Encyklopedii v r. 1754. Chybné feSeni téhoz problému podal
i Leibnitz (1646-1716), jeden ze zakladatelt diferencidlniho a integralniho poctu.
Spravny vysledek je pfitom %, nebot jsou ¢tyii stejné pravdépodobné moznosti
(lic-lic, lic-rub, rub-lic, rub-rub) a z toho jsou t¥i pfiznivé.

Dlouho trvalo, nez se podafilo vybudovat vhodny matematicky model na-
hodného pokusu. Dnes se pouziva pfevazné model, ktery vypracoval Kolmogorov
(1903-1987).

Méjme néjaky prostor €2, jehoz prvky budeme znacit symbolem w. Rizné prvky
rozlisime pomoci indext. Prvkim w se ika elementdrni jevy a {2 se nazyva prostor
elementdrnich jevi. Jestlize chceme tfeba popsat hézeni obycejnou hraci kostkou,
mizeme za elementarni jevy povazovat pocty ok, kterd se mohou objevit na horni
sténé kostky. Zkracené to zapiSeme ve tvaru w1 = 1,...,wg = 6.

Dale se pfedpoklada, ze je dan néjaky systém .4 podmnozin prostoru €2, ktery
tvori o-algebru. To znamena, Ze:

(a) systém A je neprazdny;

1Reseni kubické rovnice v radikalech ziejmé jako prvni nasel S. del Ferro kolem r. 1515, ale
nepublikoval ho. Nezavisle na ném ho znovu odvodil v r. 1535 N. Fontana, jemuz se prezdivalo
Tartaglia. Také on toto feSeni drzel v tajnosti, az ho z néj vyloudil G. Cardano a publikoval
ve svém dile Ars Magna. ReSeni rovnice 4. stupné ziskal L. Ferrari, ktery byl Cardanovym
pomocnikem. Viz Rosen (1995).

2Viz Székely (1986), str. 11, a Bithlman (1998), str. 163. Macak (1997) na str. 14 sice uvadi,
ze bylo popsano v Pascalové dopisu Fermatovi datovaném 24. srpna 1654, ale ma tim na mysli,
Poznamenejme, Ze korespondenci mezi Pascalem a Fermatem (s vyjimkou prvniho Pascalova
dopisu, ktery se ztratil) publikoval Smith (1929) na str. 546-565.
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(b) je-li A € A, pak také doplnek A° € A;
(c) jestlize A1, As,... € A, pak také [J;2; A; € A.

MnozZindm patficim do A se k4 ndhodné jevy (nebo také struéné jen jevy).
Podle de Morganova® wvzorce plati N2, A; = (U2, AS) . Jsou-li A; jevy, plyne
odtud, ze také N2, A; je jevem. Jelikoz systém A je neprazdny, obsahuje néjaky
jev A. Pak obsahuje také A°. Dale tedy musi A obsahovat nemozny jev ) = AN A°
a jisty jev Q = .

Pokud mé prostor Q jen kone¢né nebo spocetné mnoho prvki, pak se za A
bere systém vSech podmnozin prostoru 2. Je-li Q nespocetny prostor, obvykle A
zahrnuje jen nékteré jeho podmnoziny — ne vSak vSechny.

Nakonec se predpokladd, ze na mnozinach A € A je definovina néjaka prav-
dépodobnostni mira P. Ta tedy spliiuje nasledujici pozadavky:

(i) nezapornost: P(A) > 0 pro kazdou mnozinu A € A,;

(ii) o-aditivita: Jsou-li A, Ao, ... disjunktni mnoziny pattici do A, pak plati,
ze P (U2, Ai) = 3272, P(4);

(iii) normovanost: P(Q) = 1.

Cislu P(A) se fiké pravdépodobnost jevu A. Z pozadavkii kladenych na funkci
P je vidét, pro¢ neni vhodné pozadovat, aby vzdy tfida mnozin A obsahovala
vSechny podmnoziny prostoru Q. Kdyby tfeba platilo Q = [0, 1] a chtéli bychom
pfipsat miru P kazdé jeho podmnoziné tak, aby P([a,b]) = b — a pro vSechna
0 < a < b <1, dostali bychom se do nefesitelné situace (viz Natanson 1957).
Z teorie miry je znamo, Ze je vhodné omezit se jen na o-algebru borelovskych
podmnozin intervalu [0,1] — to je nejmensi o-algebra obsahujici pravé vsechny
zminéné intervaly [a, b].

Z pozadavka (i) — (iii) plynou né&které jednoduché dusledky. Budiz A né&jaky
jev. Jevu A€ se fika jev opacny k jevu A. Jelikoz AU A° = Q a jevy A a A€ jsou
disjunktni, z (ii) a (iii) dostdvame P(A¢) = 1—P(A). Jelikoz P(Q) =1 a 0 a Q jsou
disjunktni, dostdvame déle z (ii) P()) = 0. Na druhé strané je dobré si uvédomit,
ze z relace P(A) = 0 neplyne A = (). JeSté poznamenejme, Ze disjunktnim jeviim se
také ¥ika neslucitelné jevy. Trojici (2, A, P) se ¥ikd pravdépodobnostni prostor. To,
co tento obecny model nefesi, je otazka, jak se ma v konkrétnim piipadé €2, A a
P zvolit, aby to odpovidalo danému experimentu. O této problematice se zminime
v nasledujicich odstavcich.

Dfive se pojem pravdépodobnosti zavadél jingm zptisobem. Vlastnost (ii), for-
mulovand jen pro koneény pocet disjunktnich jeva Aq,..., A,, tam vystupovala
jako tvrzeni, kterému se fikalo véta o scitani pravdépodobnosti.

3De Morgan #il v létech 1806-1871.
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1.2 Kilasicka pravdépodobnost

. dobre zamichan€ karty jsou karty
dostatecné dlouho a svédomité promichané.

Pomérné jednoduchy piipad nastava tehdy, ma-li Q jen koneéné mnoho prvku a je-
li z vécného rozboru situace zaruceno, ze vSechny tyto elementarni jevy jsou stejné
pravdépodobné. Je-li Q@ = {wy,...,wy} avime-li, ze P({w1}) = - - = P({wn}), pak
z vlastnosti (ii) a (iii) vyplyva, ze P({w;}) = 1/n pro i = 1,...,n. Napiiklad pfi
hézeni hraci kostkou mtizeme mit od vyrobce zaruceno, Ze kostka je homogenni.
7 toho mizeme usoudit, ze pii obvyklém zpiisobu hézeni bude mit padnuti kazdé
strany kostky stejnou pravdépodobnost, a to 1/6. Pravdépodobnost néjakého obec-
ného nahodného jevu vypocteme tak, ze nejprve zjistime, z kolika elementarnich
jevu se sklada. Tim se dostane tzv. pocet priznivych pripadi. Pravdépodobnost
zkoumaného jevu je vzhledem k (ii) pak rovna podilu po¢tu pfiznivych p¥ipadi ku
poctu vSech prvki prostoru 2. Dfive se timto zptusobem pravdépodobnost defino-
vala, a tak dnes fikdme, ze jde o tzv. klasickou definici pravdépodobnosti. Uvedeme
nékolik prikladt na vypocet pravdépodobnosti timto postupem.

Vezméme si nejbéznéjsi hru ve Sportce, kdy se tipuje 6 ze 49 ¢isel. Vyhrat
prvni cenu znamené uhodnout vsech Sest ¢isel. Jaka je pravdépodobnost, ze se to
podari? Princip losovani zarucuje, ze kazda Sestice ¢isel ma stejnou pravdépodob-
nost. Prostor ) tedy mizeme vzit jako prostor vSech Sestic, které 1ze vytvorit ze 49
¢isel. Téchto Sestic je (469). Pocet priznivych jevi, tj. pocet Sestic, na néz pripadne
prvni cena, je roven 1. Proto pravdépodobnost vyhry prvni ceny je rovna

11
(49) ~ 13083816°
6

Nyni jiny priklad. Hrac¢ dostane 5 karet z dobfe promichané sady obycejnych 32
hracich karet. Zajima se o pravdépodobnost, Ze z téchto 5 karet budou 4 esa. Z 32
karet 1ze 5 karet vybrat (352) zpusoby. Jsou-li karty dobfe promichiny, ma kazda
pétice stejnou pravdépodobnost. Pocet pétic, které obsahuji ¢tyfi esa, je roven 28,
nebot ke ¢tyfem esiim lze pfidat kteroukoli ze zbyvajicich 28 karet. Proto hledana
pravdépodobnost je rovna

BB 000139,

32\ 201376
5

Pokud dostavate pfi pokeru ¢tyfi esa hned napoprvé mnohem castéji nez jednou
za, 10 000 her, pak mozna nejsou karty dobfe promichany. Lze si ovSem pfedstavit
i jiné davody.
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Klasicka pravdépodobnost 1.2

Neékdy je vic moznosti, jak danému ndhodnému pokusu pfitfadit prostor ele-
mentarnich jeva €. Pokud se to udéla spravné, dostane se tim nékolik rtznych
postupu vedoucich k jednomu a témuz spravnému vysledku. Nasledujici tloha
svedci o tom, Ze ani profesiondl nemusi hned najit nejjednodussi feseni.

Ridenhour a Woodward (1984) pisi, ze zndma4 firma McDonald byla sponzorem
hry zvané ,Star Raiders“. Na zakoupeném stiracim losu bylo celkem 10 policek.
Dvé policka zobrazovala vyhru, kterd na tento los mize pripadnout. Vyhry se
pohybovaly od obyc¢ejného hamburgeru az po stolni pocita¢. Jina dvé policka ob-
sahovala napis ZAP. (To je americky slangovy vyraz, ktery oznacuje prasknuti,
piip. prask!) Zbyvajicich Sest poli¢ek neobsahovalo zddné symboly. Majitel losu
postupné seskrabéaval jednotlivad policka v tom poradi, jaké si zvolil. Pokud se
mu podafilo odkryt oba symboly vyhry dfiv, nez narazil na jeden z napisu ZAP,
obdrzel zobrazenou vyhru. V opa¢ném pripadé nevyhral nic.

Ridenhour a Woodward pocitali v citovaném ¢lanku pravdépodobnost vyhry
nasledujicim zptsobem. Oznac¢me M policko s obrazkem vyhry od McDonalda,
Z policko s napisem ZAP a N policko, kde neni nic. Dvé policka pro M se daji
vybrat (120) zpusoby. Pokud jsou jiz policka s M obsazena, lze policka se Z vybrat
(g) zpusoby. Tyto moznosti 1ze libovolné kombinovat. Proto pocet zpiisobt, jak
usporadat symboly M, Z, N je roven

= (5)() -

Losy jsou vytistény tak, aby vSechna poradi byla stejné pravdépodobnéa. Vy-
poctéme pocet téch potradi, kde obé M jsou pied obéma Z. V Gvahu pfichéazeji
nasledujici moznosti:

1. Prvni Z je na tfetim misté. Pak M musi byt na prvnim a druhém misté,
druhé Z muze byt na kterémkoli z poslednich 7 mist. Pocet poradi, které takto
dostaneme, je (3) (7).

2. Prvni Z je na ¢tvrtém misté. Obé M jsou pied nim, druhé Z je na nékterém
z poslednich 6 mist. Pocet takovych poradi je (g) (?)

Podobné postupujeme dal. Nakonec pfijdeme k situaci, ze prvni Z je na pred-
poslednim misté. Tomu odpovida (3)(}) pofadi.

Celkovy pocet vsech pfiznivych pofadi je tudiz

2 7+3 6+4 5+5 4+6 3
2/ \1 2/ \1 2/\1 2)\1 2/\1
7 (2 8\ /1
()0 G)0) -2
Pravdépodobnost vyhry ¢ini P = 210/1260 = 1/6.
V obecném ptipadé bychom mohli uvazovat los, ktery ma m policek s vyhrou,

z policek s napisem ZAP a k poli¢ek prazdnych. K vyhfe je nutné najit vSech m
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