11 Maticové hry

11.1 Linearni programovani

Ten, kdo misto aby myslel, pocita,
pocitd casto prilis sloZité, nenapadne ho,
Ze se opird i o zcela nadbytecné postupy.
Nejprve uvedeme motivacni piiklad. Jde o tzv. nutricni problém, kterému se také
nekdy 1ika uloha o dieté. Zvitata ke své obzivé potfebuji n druhti zivin. Tyto ziviny
jsou obsazeny v m potravinovych produktech. Je zndmo, ze:
(i) v i-tém produktu je obsazeno a;; jednotek j-té ziviny (i = 1,...,m; j =
1,...,n);
(ii) za dany Casovy tsek (napf. za jeden den) zvifata musi dostat nejméné c;
jednotek (napt. kilogramil) j-té ziviny (j = 1,...,n);

(iii) cena za jednotku (napf. za 1 kg) i-tého produktu je b; (i = 1,...,m).

Je tfeba rozhodnout, kolik jednotek kterého produktu se méa zakoupit, aby byl
splnén pozadavek (i) a aby pfitom celkova cena pofizenych potravinovych pro-
dukti byla co nejmensi. Oznac¢me y; zakoupeny pocet jednotek i-tého produktu
(i=1,...,m). Cena tohoto ndkupu ¢&ini

fly) => by (11.1)
i=1
Méme-li splnit podminku (ii), musi platit

n. (11.2)

m
Zyiaijzcjy J=1...
i=1

Ve formulaci tlohy jsou vsak implicitné obsazena jesté dalsi dulezitd omezeni.
Pocet zakoupenych jednotek jednotlivych druhii potravinovych produktt nemiize
byt zaporny. Proto musime pfidat podminku

gy >0, i=1,...,m. (11.3)
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11 Maticové hry

Funkei f uvedené v (11.1) se ¥ika ucelovd funkce. Maticovy zapis uvedené vzorce
ponékud zjednodusuje. Polozme

by c1 Y1
A = (ai)i%j=1 b= : ) c=1 : ) y=1 :
b Cn Ym
Jsou-li w = (uy,...,ur) av=(v1,...,v;) dva vektory se stejnym poctem slozek,
pak budeme psat w > v v pripadé, ze u; > v; pro kazdé i = 1,..., k. Obdobné se
pouziva oznaceni uw > v, pokud u; > v; pro kazdé i = 1,..., k. Nutri¢ni problém

1ze tedy formulovat tak, ze je tfeba
minimalizovat by za podminek y'A > ¢/, y > 0. (11.4)

Nutri¢ni problém byl fesen v USA v r. 1944. Optimalni vysledek byl mozna
vhodny pro zvitata, ale lidé by takovy jidelni¢ek rozhodné odmitli. Uvadi se (viz
Karlin 1959), ze vysledna kombinace potravinovych produktt nebyla nikterak
chutna.

Pri feSeni nutricniho problému se minimalizovala cena. Jiné tilohy ekonomic-
kého charakteru vedly k maximalizaci vyroby ¢i prodeje pfi nutnosti dodrzet urcita
technologickd omezeni. Polozime-li € = (1, ...,x,)’, pak matematickd formulace
takového problému znéla

maximalizovat ¢/ za podminek Az < b, = > 0. (11.5)

Matematicky jsou oba tyto typy tloh ekvivalentni. Vzdyt (11.4) mtizeme stejné
tak dobfe zapsat ve tvaru

maximalizovat (—b)y za podminek (—A)'y < —c, y > 0.

V obecném pripadé se ukazalo, ze nékdy neni nutné, aby vSechny slozky vektoru
x nebo y byly nezaporné. Jindy se zas stava, ze nékteré z nerovnosti soustavy
Ax < b (resp. y'A > ) musi byt splnény jakoZto rovnosti.

Uloham (11.4), (11.5) a jejich zobecnéni se ¥ika wlohy linedrniho programovdni.
V literatute (viz Dupacova 1982, Karlin 1959) jsou uvedeny podminky, za nichz
ma takova tloha feSeni. Je studovan problém, kdy feSeni je jednoznac¢né. Jsou
popisovany algoritmy, jak feSeni numericky najit. Nejznaméjsi z téchto algoritmii
je simplexova metoda.

Ukazuje se totiz, ze jedno z feseni musi vzdy lezet v krajnim bodé mnoziny,
ktera je definovana podminkami uvedenymi ve vzorcich (11.4) a (11.5). Vzhledem
k tomu, Ze tato mnozina je z geometrického hlediska simplezx, ktery ma své hrany
a vrcholy, staéi dokonce prozkoumat hodnotu téelové funkce b’y resp. ¢/« jen ve
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Cisté strategie 11.2

vrcholech tohoto simplexu. Potiz je v tom, Ze pfi feseni redlnych tloh je vrcholi
simplexu tolik, Ze je nemiize vSechny v rozumné dobé projit ani zadny soucasny
vykonny pocita¢. Vypocetni algoritmy vychazeji z néjakého vrcholu, ale pak uz
prechazeji jen do nékterého z téch, ktery da vyhodnéjsi hodnotu tcelové funkce.
Pro nas bude linedrni programovani prosté metoda, kterd umoznuje resit na po-
¢itaci tlohy typu (11.4) a (11.5). Budeme ji pouzivat jako ndstroj ke zvladnuti
nékterych pravdépodobnostnich a statistickych problémi.

11.2 Cisté strategie

Hra je jenom tehdy spravedlivd,

kdyz jeji pravidla zaruci, Ze se Zdadny hrdc

neocitne ve vghodnéjsi situaci nez jeho souperi.

Budeme se zabyvat jen témi hrami, které hraji dva hraci. Hrace nazveme A a

B. Pripad vice hrac¢i je podstatné komplikovanéjsi, uz proto, ze se mohou tvorit

rizné koalice. My se navic omezime na hry s nulovygm souctem: To, co jeden hrac

vyhraje, ten druhy nutné prohrava. Rizné moznosti, mezi nimiz se hraci mohou

rozhodovat, nazveme strategie. Pojedname jen o téch hrach, kde strategii je pouze

koneény pocet. Reknéme, ze hra¢ A miize zvolit nékterou ze strategii A;,..., A,

a hra¢ B nékterou ze strategii By,..., By,. Necht a;; je velikost vyhry hrace A

v pripadé, ze A zvoli strategii A; a B zvoli strategii B;. Je-li a;; < 0, pak castku
la;j| hra¢ A plati hraci B. Strategiim A; a B; se fika cisté strategie. Matice

A= ... R (11.6)

se nazyva matice hry nebo také vyplatni matice. V nékterych ptipadech je struk-
tura matice A zvlast jednoduchd a optimadlni strategie se daji rychle najit. Ukédzeme
to na ptikladé. Dejme tomu, ze

(11.7)

W ot N
D W NN
= o W Ot
O =

Pokud t¥eba hra¢ A zvoli prvni strategii a hra¢ B tfeti, dostane A od B vyhru
ve velikosti 5 jednotek. Nehledme ted na to, Ze hra je ziejmé nespravedliva vici
B, kterému nezbyva nez platit a platit. Casto se do takovych situaci dostavame i
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11 Maticové hry

sami — tfeba dané také musi platit kazdy. Ale v ramci danych zdkonu lze zvolit
takové strategie, aby zaplacena dan byla co nejmensi.

Vratme se v8ak k otézce, jak najit pro kazdého hréce optimdlni rozhodnuti.
Pokud A zvoli strategii A;, mize vyhrat az 7 (pokud by B zvolil strategii Bj).
Ale muzZe také vyhrat jen 1 (pokud B zvoli By). To, co s jistotou muZeme Fici,
je, Ze strategie A; zaru¢uje hra¢i A vyhru miniméalné 1. Podobné zjistime, Ze A,
zarucuje hraci A vyhru nejméné 2, A3 zarucuje alespon 3 a A, alespon 1. Z tohoto
hlediska je nejvyhodnéjsi strategie A3, protoze vzdy zaruci vyhru nejméné 3, a to
zadné jiné strategie nedokaze.

Hrac¢ B volbou B riskuje, ze bude platit v nejhorsim piipadé 7. P¥i By plati
nanejvys 3, pii Bs nanejvys 5 a pfi B4 nanejvys 6. Nejméné tedy riskuje pti Bs, a
to hodnotu 3. Uvédomime-li si, Zze prvky matice A s obracenym znaménkem jsou
vyhry hrace B, pak By zarucuje hraci B maximalni vyhru — i kdyz je v nasem
pfipadé ohodnocena ¢islem —3. Proto Az je optiméalni strategie hrace A a By je
optimalni strategie hrace B. Jednoduché feseni bylo umoznéno tim, ze prvek ass
je nejmensi ve svém Fadku a nejvétsi ve svém sloupci. Rika se mu proto sedlovy
prvek.

Existuje-li sedlovy prvek, mtize si takto kazdy hrac optimalni strategie odvodit,
a to svou i protivnikovu. Pokud zvefejni, Ze pouzije svou optiméalni strategii, neni
tato informace druhému hraci nic platna. Kdyz se jeden z hract drzi optimalni
strategie a druhy se od ni odchyli, neziska tim druhy hrac¢ zaddnou vyhodu a muze
si jen pohorsit.

V pfipadé obecné matice (11.6) fekneme, ze A mé sedlovy prvek, plati-li

max min a;; = minmax a;;. (11.8)
1 J J 1

Necht a,s je prvek, pro ktery plati

Grs = MAXMIN a;;.
i

Plati-li (11.8), pak a,s je sedlovy prvek a A,, Bs jsou optimdlni strategie jednot-
livych hraci. Cislo a,s se nazyva cistd cena hry. Pokud je ¢istd cena hry nulova,
pak fikame, ze hra je spravedlivd.

Hry, které maji sedlovy prvek, nebyvaji pfili§ zajimavé. U matice (11.7) si vSak
mizeme vSimnout jesté jedné dtlezité okolnosti. Porovna-li hra¢ B strategie B;
a Bs, dojde k zavéru, ze bez ohledu na tfeti a ¢tvrty sloupec matice hry se mu
nemuze nikdy vyplatit pouziti B; misto Bs, a to pii libovolné strategii hrace A.
Prvky prvniho sloupce jsou totiz vzdy nejméné tak velké jako odpovidajici prvky
druhého sloupce. Proto hra¢ B pri B; plati vzdy nejméné tolik jako pti Bs. Bylo by
pro néj tudiz jednozna¢né nevyhodné strategii B, pouzivat. Rika se, ze strategie
By dominuje strategii By. Misto hry s matici (11.7) sta¢i zkoumat redukovanou
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SmiSené strategie 11.3

matict

)
3
A, = 4
1

D W NN
[ L

Ta ma mensi rozmér a jakékoli dalsi vypocty uz pro ni budou snadnéjsi. Dale si
u ni vS§imneme, Ze strategie A3 dominuje strategii As. Proto je mozné matici znovu
redukovat, tentokrat na

2 5 1
Ag=1|3 4 4
2 1 6

Tim se opét situace zjednodusi a zpiehledni . V obecném pfipadé vSak rovnost
(11.8) platit nemusi. Jako protiptiklad lze uvést matici

A= < _} _i ) (11.9)

Ta vznika pfi hie sudd — lichd. Kazdy z hracét A a B napiSe na papirek nulu nebo
jednic¢ku. Je-li soucet téchto ¢isel sudy, vyhrava jednu jednotku A. V opacéném
ptipadé ji vyhrava B.

Véta 11.1 Pro kaZdou matici A plati

max min a;; < minmaxa;;. (11.10)
K3 J J K3

Diikaz. Pro kazdé pevné i a r plati min; a;; < a; < max, ag,.. Tato nerovnost plati

i pro to ¢, pro které je levé strana maximélni. Tim mame max; min; a;; < max; as,.

Zde zas konstatujeme, ze tato posledni nerovnost plati pro kazdé r, takze i pro to,

pro které je prava strana miniméalni. Tim je tvrzeni dokazéano. O

11.3 Smisené strategie

Matematikove, kteri jsou zvykli zachdzet
s mesmlouvavymi pravidly a s presnosti, opovrhuji nahodou.

Matice A uvedend v (11.9) sedlovy prvek nemd, nebot plati max; min; a;; = —1,
min; max; a;; = 1. Rovnost (11.8) neplati, nerovnost (11.10) je ostra. Neexistuje
Cistd cena hry. Kdo vsak nékdy hral hru sudd — licha, ten také vi, ze se uzivani
Cisté strategie zde nevyplaci. Kdyby se tfeba hra¢ A rozhodl, Ze bude pouzivat
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