Primitivni funkce 1.

1. Primitivni funkce

V této kapitole si na vybranych pfikladech pfedvedeme zdkladni metody hledani
primitivnich funkci k zadané funkci. Primitivni funkei k funkci f: (a,b) — R na
intervalu (a, b) se rozumi funkce F': (a,b) — R takova, ze F'(x) = f(z) pro vSechna
z € (a,b). Je-li zadana redlna funkce f na podmnoziné R, pak tlohou o hledani
vSech primitivnich funkci k f rozumime hledani vSech F' definovanych na néjakém
otevieném intervalu I takovych, ze F' je primitivni funkci k f na I. Na kazdém inter-
valu je F urcena (pokud existuje) ,,jednoznacéné aZ na pficteni konstantni funkce®,
coz zde zapisujeme s pouzitim symbolu C ve tvaru

/f(x) dz = F(x) 4+ C na intervalu I.

Presnéji, [ f(x)dx zde znaéi mnozinu vSech primitivnich funkei k funkei f na I a C
mnozinu vSech konstantnich funkci na I. Symbol F(x) + C pak oznacuje mnozinu
v8ech funkei tvaru F(x) 4 ¢ na I, kde ¢ € R. Napiiklad tedy F(z) + C = G(z) + C
na I, pokud je funkce F' — GG konstantni na intervalu I.

Mluvime-li o souétu [ f(z)dz+ [ g(z)dx & o nasobku [ f(z) dz nenulovym re-
alnym ¢islem r, uzivame konvenci, ze (F(z)+ C)+ (G(z)+C) = (F(z) +G(z))+C
ar(F(x) + C) = rF(z) + C. (Totéz bychom mohli zavést i pro nulovy nésobek,
ale odporovalo by to bézné uzivané konvenci.) V§imnéte si, ze provadime p¥islusné
operace jen na ,reprezentanty“ F' a G. S mnoZinami primitivnich funkci tedy pra-
cujeme tak, jakoby to byly funkce, ale nesmime zapomenout, ze vysledek bude opét
urcen az na pri¢teni konstantni funkce.

Uloha o hled4ni primitivnich funkeci je zfejmé vyfesena, kdyz najdeme primitivni
funkei k f na vSech maximalnich otevienych intervalech, na kterych existuje. Tak
budeme také pii feSeni postupovat. Casto se stru¢né pise napiiklad

1
/ s—dz =tgz+ C,
cos? x

aniz se specifikuje interval, ke kterému se rovnost vztahuje. Pfesnéji se tim ovSem
rozumi, Ze uvedeny vztah plati pro vSechny oteviené intervaly obsaZené v defini¢-
nim oboru ﬁ, tj. pfedev§im na maximalnich otevienych intervalech defini¢niho
oboru, kterymi jsou v uvedeném ptipadé intervaly (=% + km, § + kn), kde k € Z.

81. Znamé derivace. O tadé funkci vime, Ze jsou derivaci nékteré elemen-
tarni funkce. Naptiklad e* = (e%)’, na"~! = (2™) ap. UZijeme-li navic znalosti
o derivaci nasobku a souc¢tu funkci, mtizeme hledat primitivni funkce k né€kterym
elementdarnim funkcim a jejich linedrnim kombinacim.

Piiklad Spoctéte [ cos? 5 dw, tj. najdéte vSechny primitivni funkce k fun-

kei cos? 5-
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Reseni. [cos?Zdx= [H2dr =1 [1dz+ 3 [coszda =%+ 2% 4 CnaR.
n

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkci k
dané funkci na nékterych intervalech (a,b), ale neumime to pfimo pro maximalni
intervaly, na kterych existuje, pak uzivime casto ,metodu lepeni“ primitivnich
funkeci.

Piiklad Spoctéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme, ze [ |z|dz = [xdz = “”—22 + C na intervalu (0, 0) a
ze [|z|dz = [(—z)dz = —%2 + C na intervalu (—oo,0). Tedy pro vSechna ¢ € R
je x—; + ¢ primitivni funkei k |z| na intervalu (0, 00) a pro vSechna d € R je —%2 +d
primitivni funkei k |z| na intervalu (—o0, 0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F' néjakd primitivni funkce k funkci |z| na celém R, pak F(x) = %2 +c
na intervalu (0, c0) pro néjaké ¢ € R a F(x) = —””2—2 + d na intervalu (—o0,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoze F' ma v kazdém bodé& z intervalu (—oo,o0) vlastni
derivaci |x|, musi byt F' spojitda na R. K tomu je nutnou a postacujici podminkou
to, zZe plati

lim F(z) = lim F(x),

z—0_ z—04

a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkci (sgn x)% + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce na intervalu jsou urcéeny
jednoznaéné az na pticteni konstantni funkee, jsou funkce tvaru (sgnx) % + ¢ vSemi
primitivnimi funkcemi k |z| na maximalnim intervalu (—oo, ), tj.

2
/|x| dz = (sgnx)% + C na (—o00, 00).

Piiklad Spoététe [|sinz + cosxz|dz.

Reseni. Protoze sinz + cosxz = sinx + sin(x + Z) = 2sin(z +
2

1)
|sinz + cosz| = (—=1)¥(sinz + cos z), pokud z € I, = (=5 + km, 2% + k), kde k je
libovolné celé ¢islo. Snadno nyni zjistime, ze funkce

Fi(z) = (=1)¥(— cosz + sinz) + cx

je primitivni k funkci |sinx + cosz| na intervalu Iy pro kazdé celé k a libovolné
realné cy,.
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Uvazujme funkci F' definovanou pfepisem F(x) = Fj(z) na kazdém I. Aby
funkce F' byla spojitéa, musi platit

lim  (—1)F(—cosz +sinz) +ep = V24 =

z—(3E +km) _

lim —1)k+1(— cosz +sinx) + cpr1 = —\/§+ck+1
= (= F+(k+1)m)+
pro vsechna k € Z.

Zvolime tedy ¢ libovolné a ¢;, = ¢y + 2k+/2 pro viechna k € Z. Tim je uréena
spojitd funkce F' na R. Protoze derivace funkce F' konverguje k hodnoté (spojité)
funkce |sinx + cosz| pro = blizici se hodnoté —% + k7 zleva i zprava pro viechna
celd k, jsou podle véty o limité derivaci a jednostrannych derivacich limita zleva i
zprava funkce F’ rovny derivaci F' v bodé —7% + k7 a ta je rovna hodnoté funkce
|sinx 4 cos | v bodé —7 + km pro vSechna celd k. Proto je F' primitivni funkei k
| sin z+cos x| na celém R. Pfi¢tenim libovolné konstanty muzeme docilit, Ze hodnota
co je libovolné realné cislo.

Resenim tedy je, Ze

/ |sinz 4 cosz| dz = Fy(z) + C,

kde Fy(z) = (—1)*(— cosz + sinz) + k2v2 pro @ € [~ T + km, — T + (k + 1)x] pro
vSechna k celd. ]

Vsimnéte si, ze v prvnim z predchozich dvou prikladt jsme pouzili explicitné
tvrzeni o existenci primitivni funkce ke spojité funkci [I1, Véta 49|, kdezto ve dru-
hém jsme se bez toho obesli. Pouzili jsme ovSem jiné tvrzeni (o limité derivace a
jednostranné derivaci [DII, Véta 80]). V obou pfipadech si muZete rozmyslet, jak
by vypadalo uziti druhého z obou moznych postupi.

§3. Derivace soucinu a metoda per partes. Neni pfili§ casté, aby funkce
byla zapsana ve tvaru derivace sou¢inu dvou funkci jako v nésledujicim pfikladu.

Piiklad Spoctéte [e*(sinz + cosz)dx.

Resent. [ e”(sinz+cosz)dr = [ ((ew)’ sinx + e%(sin x)’) dz = e®sinz + C na R.
| |

Mnohem c¢astéji je mozné vyjadrit si zadanou funkci jako soucin derivace jedné
funkce s funkci druhou, tedy jen jako ¢ast vzorce pro derivaci sou¢inu. To nadm

umozni pouzit metodu per partes, ktera spoc¢iva v nasledujicim pozorovani.
Je-li G'(z) = g(z) a F'(z) = f(x) pro viechna = € (a,b), pak plati, Ze

/ F(2)g(z) dz = F(2)G(z) - / f(2)G(x) da
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na (a,b), pokud md pravd strana smysl.
Pouziti si nejprve predvedeme na velmi jednoduchém piikladu.

Piiklad Spoctéte [ ze® dux.

Reseni. Uzijeme vyse popsané tvrzeni (,metodu per partes®) pfi volbé F(z) = x
a g(x) = €® pro ¢ € R. Dostaneme

/xemdx:xez—/emdx:(x—l)em—l—CnaR.

Smysl volby F' a g v pfedchozim prikladu byl v tom, ze vedla k vjpoctu pod-
statné jednodussiho integralu. Je tfeba ziskat cit pro to, jak uzit metodu per partes
tak, aby vedla ke zjednoduseni tlohy. V nasledujicim prikladu si ukazeme ponékud
odlisny pripad zalozeny na tom, Ze derivace logaritmu je racionalni funkce.

Piiklad Spoctéte [log|l+ z|dx.

Reseni. Maximalnimi otevienymi intervaly obsazenymi v defini¢nim oboru funkce
log |1 + z| jsou intervaly (—1,00) a (—oo,—1).

Polozme F(z) = log|1l + z| a g(x) = 1 na libovolném z obou intervalt. Uzitim
metody per partes dostavame

/log|1+x\dx:xlog\1+x|—/%dx:
X

1
—glogll+al— [ (1--——" ) dz=
zlog|l + x| /< 1+x) x

=zlog|l 4+ 2| —z +1og|l + 2| + C na intervalu (—oo, —1).

Stejnou rovnost dostdvame téz na intervalu (—1, c0).

Protoze (—1, 00) a (—o0, —1) jsou maximalni oteviené intervaly obsazené v defi-
ni¢nim oboru funkce log |1+ x|, jsou tak popsény vSechny primitivn{ funkce k funkci
log |1 + z|. [ |

Povsimnéte si, ze nepiSeme [ log |1+ z|dz = zlog |1+ x| —z +log|l + 2|+ C na
definiénim oboru funkce log |1 4 z|! Defini¢nim oborem funkce log |1 4 x| neni totiz
interval, ale mnozina (—oo, —1)U(—1, 00). Na takovychto mnozindch jsme primitivni
funkci ani symbol C nedefinovali. Navic, kdybychom je definovali analogicky, pak
by uvedena rovnost neplatila.

Dale si ukdzeme, jak mize vést k nalezeni primitivnich funkci vicenasobné po-
uziti metody per partes. V pfedminulém piikladu jsme vyuzili mimo jiné toho,
ze derivaci funkce x je konstantni funkce. Obecnéji mtizeme v fadé priklada uzit
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toho, ze n-ta derivace polynomu n-tého stupné je konstantni. V nasledujicim p¥i-
kladu bude podstatné zaroveri, ze primitivni funkce k funkcim cosz a sinx umime
pocitat a pouzitim metody per partes se integrovani postupné zjednodusuje.

Piiklad Spoctéte [(23 + 3z —2)coszdz.

Reseni. Nejprve pouzijeme metodu per partes na funkce F(z) = 23 +3z — 2 a
g(x) = cosx definované na celém R. Dostaneme, Ze

/(x3 + 3z —2)coszdx = (z° + 3z — 2)sinz — /(31:2 + 3)sinx da.

Déle uzijeme metodu per partes na funkce F(x) = 322 + 3 a g(z) = sinz a dosta-
neme, ze

/(3:U2 +3)sinzdr = (32% + 3)(— cosz) — /Gx(— cosz) dx.

Kone¢né uzijeme metodu per partes s F(z) = x a g(z) = cosz, abychom dostali,
ze
/xcosxdx =zxsinz — /sinxdx =gzsinz 4 cosx + C.
Celkem pak mame, zZe
/(x3 + 3z —2)coszdr =
= (2% + 3z — 2)sinx + (32° 4+ 3) cosx — 6(xsinz + cosz) + C =
= (2® — 3z — 2)sinz + 3(2® — 1)cosz + C na R.
|
Povsimnéte si, jak jsme zachézeli se symbolem +C, tj. s pfi¢tenim mnozZiny
vSech konstantnich funkci na R, a uvédomte si, pro¢ to bylo korektni.

V nékterych pfipadech neni tézké odvodit pomoci opakovaného pouziti metody
per partes vzorce matematickou indukci.

Piiklad Spoététe [2"e” dx pro vSechna pfirozena n.
Reseni. Polozme f,(z) = 2™e®. Pomoci metody per partes dostaneme rovnost
/fn(x) dz = /x”ew dz = z"e” — /nx”_le”” dz =2"e” — n/fn_l(x) dz
na celém R. Snadno pak odhadneme a indukci dokazeme, Ze
/x"em de = z"e* —na" te” 4+ - + (=1)"nle” + C na R.
|

Casto vede vhodné pouziti metody per partes (obecné i nékolikrat opakované)
nikoliv pfimo k vypoctu primitivni funkce z jednodussi funkce, ale k rovnosti, ze
které 1ze hledanou primitivni funkci spocitat.
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