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11. Derivovani slozenych funkci

V tomto oddile si ukdzeme zdkladni metody pouziti véty o derivaci slozené funkce
vice proménnych. Za¢néme tim, Ze pfipomeneme znéni této véty (viz [D2, Véta
189]).

Necht o1, ..., jsou funkce s proménnych, které maji v bodé a € R® totdini
diferencidl. Polozme b = (¢1(a),...,¢r(a)). Je-li f funkce r proménngch, kterd md
totdlni diferencidl v bodé b, potom funkce (s proménnygch) definovand predpisem
F(z) = f(p1(x),...,or(x)) ma totdlni diferencidl v bodé a a pro j =1,...,s plati

T

SE@) = X 8E0)- 520,

§73.  Nejjednodussim pouzitim je pFima aplikace na vypocet parcidlnich deri-
vaci slozené funkce (pfipadné téz derivaci ve sméru ¢i totalniho diferencidlu).

Piiklad Nechf funkce f méa vlastni derivaci v kazdém bodé R. Polozme
g(z,y) = f(x? +9?), (z,y) € R2 Vyjadiete parcialni derivace prvniho fadu funkce
g pomoci derivace funkce f.

Reseni. Protoze f ma vlastni derivaci, ma i totalni diferencial v kazdém bodé R.
Navic funkce x2+y? ma zfejmé spojité parcidlni derivace prvniho fadu (uvédomte si,
ze funkce (r,y) — 2z a (z,y) — 2y jsou spojité na R?), a tedy m4 totalni diferencial
v kazdém bodé (viz §54). Proto mé g totalni diferencial a plati 3¢ = f'(22+y?)-2z,

%f/ = f'(® + y?) - 2y na celém R?. .

Piiklad Necht funkce f = f(u,v) je tfidy C? na okoli bodu (a+b,a —b).
Polozme g(z,y) = f(x +y,z — y). Vyjddiete ;m—;gy(a, b) pomoci derivaci funkce f.

Reseni. Funkce x 4+ y i  — y jsou t¥idy C' na R2, maji tedy totalni diferencil
v kazdém bodé. Funkce f m4 totélni diferencidl na okoli bodu (a + b, a — b), plati
tedy

99 _of _ of B _
ax(Ly)—au(ﬁ:ﬂLy,x Y) 1+av($+y,x y) 1=

_of oy of N
—au(xﬂ/,x y)+8v(x+y,x Y)

na okoli bodu (a, b). Dale funkce % a % maji totalni diferencial v bodé (a+b,a—0b)

(protoze maji spojité parcidlni derivace prvniho fddu na okoli tohoto bodu), a tedy
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0? 0? 0?
axgy(a,b) 8—uf(a+b b)—auafv(a—i-b,a—b)+
*f ’f
+8v8u(a+b’a_b) 8v2(a+b a—0b)=
2 2
z%(a—kb,a—b)—%(a—kb,a—b).

Piiklad Necht f = f(t,u) mé totdlni diferenciél v bodé (1,1) a splituje
f(1,1) = 1. Spoctéte %‘tl(l, 1) pomoci derivaci funkce f, je-li

g(t,u) = f(f(t,u)f(“vt)’ f(u,t)f(tyu)).

Reseni. Funkce (t,u) — f(t,u) ma totalni diferencidl v bodé (1, 1) podle zadani,
funkce (¢,u) — f(u,t) mé totalni diferenciél v bodé (1,1) podle vyse uvedené véty
(aplikované pro o1 (t,u) = u a @a(t,u) = t). Tedy i funkce f(t,u)f @ a f(u,t)fEw)
maji totalni diferencidl v bodé (1,1) (uzivame definici obecné mocniny, podle niz
f(t,u)f @D = exp(f(u,t)log f(t,u)) a podobné v druhém piipadé). Protoze navic
F(1, 170D = 1, mé podle vyse uvedené véty totalni diferencial v bodé (1,1) i
funkce g. Navic plati:

69(1 1) = (af(f(t’u)f(w)’f(u,t)f(t,u)) Cf(tw)f .

ot ot
0 0
. (a—i(u,t) log f(t,u) + ;EZ’B : 8—{(t,u))+
9 :
FoL (7w 0, a0,

)@ Gty tog () + T By

=P+ Aoy

Znaceni pouzité v tomto vypoctu muze byt ponékud matouci. Uvadime ho proto,
ze se s takovym znacCenim ¢tendr muze setkat i jinde, a je tedy uzite¢né mu ro-
zumét. Nejasnosti mohou vzniknout z toho, Ze pismena ¢, u se pouzivaji ve dvou
riznych vyznamech. Jednak oznac¢uji prvni a druhou proménnou funkce f (a také
g), tedy % znamenad derivace funkce f podle prvni proménné, % derivaci funkce
f podle druhé proménné. A potom oznacuji ¢isla, kterd do vyrazu dosazujeme.
Takze g—i(u, t) oznacuje derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (u,t) (¢ili
92f(u,t)), nikoli derivaci vyrazu f(u,t) podle u (tu bychom znaéili 2 (f(u,t)) a
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Derivovani slozenych funkci 11.

podle véty z pocatku tohoto oddilu by se rovnala %(u, t) = 01f(u,t)). Pro lepsi
ozfejmeni vypocétu ho uvedeme jesté jednou s jinym znacenim. Pisme g(z,y) =
F(f(z,9) @2 f(y, 2)f @) a pocitejme
99 1 1y = (9F f(y.2) f@) f(y.2)
2201.2) = (G (a0 £ ) ) - )0
)

[y, z) of
L S )+

(g r0g 109 +

~
~—

+ 2 (1, (g2 )

ou
) - (O ) 0w S () + T2 0 ,0))

~ e oy

8§74. Dalsi moznosti je tzv. neprima aplikace. Spoc¢iva v tom, Ze zndmé hodnoty
vyjadiime pomoci neznamych, a tyto nezndmé pak vypocitame jako feseni vzniklé
rovnice pfipadné soustavy rovnic.

Piiklad Nechtu=u(z, y) je funkce tiidy C! na R? spliiujici u(z, z?) = 1

a 9%(z,2%) = x pro kazdé x € R. Spoctéte —(:U z?).

Reseni. Opét si uvédomme, ze g—g(:c,xQ) znamend parcidlni derivaci funkce u
podle prvni proménné v bodé (z,x?), tudiz uvedena rovnost znamena totéz, jako
94 (a,a®) = a pro kazdé a € R.

Protoze funkce (z,y) — z i (z,y) — 2° maji vSude totalni diferencidl, lze
derivaci funkce o(z) = u(z,2?) pocitat podle vyse uvedené véty, tedy ¢'(z) =

ou ou 2 / v v ’ " . o
G (x,2?) -1+ gy (@, 27) - 22. Zdroven vsak vime, Ze funkce ¢ je konstantné rovna

jedné, a tedy ¢'(x) = 0. Plati tedy S (x, %) + a" oz, 2) . 22 = 0. Po dosazeni za

2

gg (x,2?) dostavame gu (x,2?) = —1/2 prox € R\ {0}. Protoze vsak u je t¥idy C*,
je 5 8—“ spojita, a tedy i @(O 0)=-1/2. [ ]

Priklad Necht funkce f ma totalni diferencidl v bodé (1,0), funkce g je
definovdna predpisem g(u,v) = f(e"cosv,esinv) a %( 0) =71, @(070) = —1.
Spoctéte parcidlni derivace funkce f v bodé (1,0).

v

eSeni. Podle véty z pocatku oddilu (aplikované pro bod a = (0,0) a zobrazeni
(u v) = (e cosv, e” sinv)) plati

ﬁ ,0) = (01 f(e" cosv, e sinv) - €* cosv + D f(e* cosv, e sinv) - €*sinv),_, _, a

8—9(0 0) = (O1f(e* cosv,e*sinv) - (—e"sinw) + 0z f(e" cosv, e*sinv) - " cosv),,_, _¢-
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Po dosazeni dostavame 7 = 91 f(1,0) a —1 = d5f(1,0). [ |

875.  Dalsi aplikaci véty o derivaci slozené funkce je tzv. zména souradnic, tedy
vyjadfeni derivaci dané funkce v novych souradnicich. Toho lze vyuzit napriklad
pro feseni diferencialnich rovnic. Vysvétleme si nejprve, co tato zména znamena
(viz téz [D2, Kapitola 9, §1]).

Mgjme né&jakou funkei n proménnych, feknéme f = f(x1,...,z,). Dile m&me
zobrazeni ¢ = (1, ..., ®,) definované na néjaké podmnoziné R" s hodnotami v R”™

a definujme funkci f(y) = f(¢(y)). Cilem je vyjadiit parcidlni derivace funkce f
v bodé ¢(y) pomoci parcidlnich derivaci funkce f v bodé y. To ovSem bude mozné
jen za urcitych predpokladi, které shrneme v nasledujici vété.

Necht a,b € R", funkce f bud t¥idy C! na okoli bodu b, 1, ..., @, necht jsou
tiidy C! na okoli a, pficemz ¢(a) = b. Dale nechf Jacobiho matice (tj. matice
parcidlnich derivaci prvniho fadu) zobrazeni ¢ v bodé a je regularni. Pak lze na
néjakém okoli bodu a jednoznacné vyjadrit parcialni derivace funkce f v bodé ¢(y)
pomoci parcidlnich derivaci funkce f v bodé y.

Postupujeme tak, Ze s vyuzitim véty z pocatku tohoto oddilu, vyjadiime de-
rivace funkce f v bodé y pomoci derivaci funkce f v bodé p(y). Tim dostaneme
soustavu n linearnich rovnic pro n neznamych (ap(y)), cey 6‘1{1 (p(y)). Diky pred-
pokladu, ze matice soustavy je regularni, muzeme tyto neznamé jednoznacéné vyja-
drit.

Uvedené podminky umoznuji parciadlni derivace vyjadrit lokalné, tj. v néjakém
okoli zadaného bodu. Nékdy lze pouzit globalni verzi. TotiZ tehdy, je-li f tiidy C*
na oteviené mnoziné G, zobrazeni ¢ prosté zobrazuje otevienou mnozinu H na
mnozinu G a v kazdém bodé H ma regularni Jacobiho matici.

P rikla d Najdéte vSechna feseni t¥idy C! parcialni diferencidlni rovnice
(:U y) + yay (x,y) = xy na poloroviné {(z,y): « > 0} pomoci substituce = = u,
y = uv.

Reseni. Nejprve si uvédomme, na jaké mnoziné se nase zména souradnic odehrava.
Je-li totiz G = {(z,y): * > 0} a p(u,v) = (u,uv), pak Jacobiho matice zobrazeni

. 1 0 . _— . .y . .
© je (v u ) ? ta je reguldrni pro u # 0. Navic snadno ovéfime, ze zobrazeni ¢

prosté zobrazuje mnozinu H = {(u, v): u > 0} na G. Bude proto stacit, omezime-li
se na @ zuzené na H. ~ )

Je-li nyni f funkce tiidy C' na G, pak definujme funkci f predpisem f(u,v) =
f(u,uv). Funkece f je t¥idy C! na H a pro (u,v) € H plati:

0F (O 05 v e
8u( ,U) = 9 (u,uv) + Uay (u,uv) a 9 (u,v) = uay (u, uv).
Odtud miizeme vyjadiit
of 10f
8—y(u»uv) 811( ,0)
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b of
aii(wuv) = ?(u’v) - E*f(uvv)'

u Ov

Dale, funkce f splituje na G rovnici ze zadani, pravé kdyz f splituje na H rovnici:

neboli 4/ = wv. Reseni této rovnice maji ziejmé tvar f(u,v) = Su?v + h(v), kde h
je libovolna funkce jedné proménné t¥idy C.

Nyni si zbyva uvédomit, ze slozime-li funkci f s inverznim zobrazenim k ¢ (tj.
dosadime u = =, v = y/x, dostaneme Feseni piivodni rovnice. Regenimi tiidy C*
jsou tudiz funkce tvaru f(z,y) = 2y + h(y/z), kde h je libovolna funkce jedné

proménné tiidy C?!. [

Piiklad Najdéte viechny funkce f : R? — R tiidy C2, které spliuji
diferencidlni rovnici

2 0%/ 2 o°f 2 0%/ of _ of _

Y oz2 ~ zyaxay

Pouzijte pfevod do polarnich soufadnic.

Reseni. Piipomenime, Ze polarni soufadnice se zavaddi rovnostmi x = rcosy a
y = rsin ¢. Zobrazeni ®(r, @) = (r cos @, rsin ) je tiidy C*° na mnoziné (0, c0) x R
a zobrazuje ji na R? \ {(0,0)}.

V nésledujicim postupu nebudeme explicitné pouzivat vice. Casto se ale pii
pouzivani polarnich soufadnic hodi to, ze jakobidn ® v bodé (r, ) je roven r, a
tedy je nenulovy. Proto je ® lokdlni difeomorfismus (tj. ® je difeomorfismus na
néjakém okoli kazdého bodu).

Necht g: R? — R je libovolna funkce t¥idy C'. Uvazujme funkci

g(r, ) = g(rcos p,rsin p).

Maéame
@(r )= @(r oS, T 8in ) cos p + @(r €os (p, 7 sin ) sin
81" yP) = 8:3 1) ¥ ¥ ay ¥ ¥ ®s
g 0 0
%(r, ©) = %(r cos p, rsinp)(—rsing) + a—z(r CoS ¢, ' sin )r cos .

Odtud vyjadiime prvni parcialni derivace

dg . g 10g .

. %(r cosp, Tsinp) = E(r, ) cosp — ;%(r, ®)sin g,
dg . 7 . 197
a—y(r cos p, Tsinp) = E(r, ©)sing + ;8_@(T7 ©) cos p.
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