Kapitola 1
Zakladni pojmy a véty

V této kapitole pfipomeneme definice nékterych pojmu a vét z matematické
a z fukcionalni analyzy, které budeme potiebovat v dalSich kapitolach. Line-
arni vektorové prostory, pokud nebude feceno jinak, budou obecné komplexni
a funkciondly v realnych prostorech jsou vzdy realné. Nejprve kratce pojed-
name o TeSitelnosti nelinedrnich rovnicv jedné a vice proménnych, jejichz vy-
bér pfimo souvisi s teorii monoténnich operatorti. V druhém odstavci se bude
jednat o feSitelnost nelinedrni rovnice jedné redlné proménné, ve tfetim od-
stavci budou uvedeny véty o pevném bodu a ve ¢tvrtém odstavci zobecnime
pojem monotonnost funkce z jedné proménné na funkce vice proménnych. Bude
zde také definovana koercivita a dokazano nékolik tvrzeni, keré zobeciiuji véty
z prvniho odstavce pro funkce vice proménnych. V patém odstavci uvedeme
potiebné pojmy a jejich nékteré vlastnosti z diferencialniho poctu v normova-
nych prostorech. V Sestém odstavci bude uveden stru¢ny prehled o operatorech
Némyckého typu a uvedeme zakladni véty tykajici se minimalizace nelinearnich
funkcionalti. Uvedend teorie minimalizace bude vyuzita ke studiu Tfesitelnosti
operatorovych rovnic s potencialnimi operatory. Na zavér v poslednim sedmém
odstavci budou uvedeny definice a vlastnosti Sobolevovych prostort, a to pre-
devsim ty, které budou zapotifebi ve ¢tvrté kapitole pojednavajici o slabém
feSeni diferencialnich okrajovych tloh.

1.1 Oznaceni, definice a zakladni véty

Nejprve pripomenme nékteré definice pojmu, se kterymi se budeme setkavat.
Omezime se pouze na pojmy v normovanych linedrnich prostorech. Pozname-
nejme, ze tyto pojmy lze podobné definovat v metrickych prostorech a né€které
také v topologickych prostorech.

Definice 1.1.1

Necht X a'Y jsou linedrni normované prostory a A je obecné nelinedrni ope-
rator s definicnim oborem D(A) C X a s oborem hodnot R(A) CY.
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1. PodmnoZinu K C X nazveme kompaktni (sekvencidlné ) v prostoru X,
jestlize je uzaviend a z libovolné posloupnosti {un} C K lze vybrat kon-
vergentni podposloupnost v X .

Ekvivalentni definice: Podmozinu K C X nazveme kompaktni, jestlize
z kazdého otevreného pokryti lze vybrat konecné podpokryti.

2. PodmnozZinu K C X nazveme prekompakini, jestlize jeji uzdvér je mmno-
zina kompaktni v X .

3. Rekneme, Ze operdtor A : X — Y je na mnoziné D(A) kompaktni,
jestlize jeji kaZdou omezenou podmnozinu K C D(A) zobrazuje na mno-
zZinu prekompakitni v prostoru'Y , tzn. na mnozZinu, jejiz uzdver je mnozina
kompaktni vY .

Ekvivalentni definice: operdtor A : X — Y je na mnoziné D(A) kom-
paktni, jestlize z kaZdé ohranicené posloupnosti {u,} C D(A) lze vybrat
podposloupnost {uy, } takovou, Ze { Auy, } je konvergentni s limitou v'Y .

4. Rekneme, Ze operdtor A: X — Y je na mnoziné D(A) totdlné spojity,
jestlize je na D(A) spojity a kompaktni.

Kvuli zjednoduseni zapisu budeme symbolem ||w|| oznacovat normu prvku
w € X v normovaném prostoru X. Pfipomeme, Ze je-li operator A: X — Y
kompaktni a linearni, pak je spojity. Mnozinu spojitych linedrnich operatora
z normovaného prostoru X do normovaného prostoru Y budeme oznacovat
symbolem L£(X,Y) a mnoZinu linedrnich kompaktnich operatorii symbolem
Co(X,Y). Pfipometime, Ze v linedrnim vektorovém prostoru £(X,Y") se zavadi
norma pomoci normy operatoru. Je-li prostor Y tplny, pak i prostor £(X,Y)
s touto normou je tplny.

Oznaceni: Necht X je normovany (obecné komplexni) linedrni prostor. Pak
mnozina vSech linedrnich a spojitych funkcionald na X tvoii vektorovy prostor,
pro ktery budeme pouZivat oznadeni X *, pfi¢emz (-,-) je dudlni vztah mezi
obéma prostory, tzn. (z*,z) je hodnota funkciondlu z* € X* v bodé z € X.
V nékterych publikacich se pouziva pro tento dudlni vztah opac¢né ,oznaceni“:
(z,2*), nebo z*(z). Pfipomenme, Ze dudlni prostor je Uplny. Prostor vSech
spojitych funkcionalt nad prostorem X * - druhy normovany dualni prostor -
budeme oznacovat symbolem X **.

Definice 1.1.2 Rekneme, Ze Banachiiv prostor X je reflexivni, jestlize obor
hodnot kanonického zobrazeni J : X — X** (vnoteni prostoru X do X **)
definovaného predpisem

(Jr,z*) =(z™,z) Vz* e X",z € X,
je cely prostor X **.

V piipadé reflexivniho Banachova prostoru X je kanonické zobrazeni J linearni,
izomorfni a izometrické zobrazeni prostoru X na X **. Snadno lze dokazat, ze
je-li prostor X reflexivni, pak také jeho dudl X * je reflexivni. A naopak, je-li
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prostor X uplny a X * je reflexivni, pak také prostor X je reflexivni. Ptipo-
menme, ze Hilbertav prostor je reflexivni.

Definice 1.1.3 Necht X je normovany linedrni prostor. Rekneme, Ze posloup-
nost {u,} € X konverguje slabé (X *-slabé; posloupnost {u,} w-konverguje)
k proku u € X, jestliZe pro kazdé x* € X* plati (x*,u,) — {(x*,u). Slabou
konvergenci budeme zapisovat takto: u, — u.

Rekneme, Ze posloupnost {x}} C X* w*-konverguje k prvku z* € X*
(také X -slabé), jestlize pro kaZdé x € X plati (x),x) — (z*,z). Tuto slabou

. . 10 . w ™
konvergenci funkciondli budeme zapisovat takto: x — x*.

Na prostoru X * jsou definovany dvé slabé konvergence - w a w™ konver-
gence. Je-li prostor X reflexivni, pak obé slabé konvergence na X * splyvaji (viz
véta 3.5 v [10]). Z tohoto diivodu budeme v reflexivnich prostorech pouzivat
misto w *- konvergence pojem slabé konvergence se zapisem z, — x*. Z prin-
cipu stejnomérné omezenosti plyne, ze kazda slabé konvergentni posloupnost
je omezena. Plati nasledujici véta znama v literatufe pod nazvem Eberlainova-
Smuljanova , ktera charakterizuje ti¥idu reflexivnich Banachovych prostort (viz
(10)).

Véta 1.1.1 Normovany prostor X je reflexivni prdvé tehdy, jestlize kazdd ome-
zend posloupnost obsahugje slabe konvergentni podposloupnost.

V dalsim vykladu uvedeme bez dikazu nékterd tvrzeni z linearni funkci-
ondlni analyzy, kterd budeme potiebovat v nasledujicich kapitolach (viz [10],
[12] aj.).

Tvrzeni 1.1.1 Plati:

1. Posloupnost {u,} C X konverguje slabé (X *-slabé) k prvku u € X prdvé
tehdy, kdyZ posloupnost {u,} je ohranidend a lim, (x*, u,) = (x*, u)
pro kazdy spojity linedrni funkciondl x* z néjaké husté podmnoziny M
v prostoru X *.

2. Jestlize posloupnost {u,} v Banachové prostoru X konverguje slabé k prv-
ku u, pak
Ju| < liminf ||u,]. (1.1)

3. Konvezxni, uzaviend podmnozina K Banachova prostoru X je slabé uza-
vrend , tj. plati implikace

{upn} CK, u,—~u = uekK. (1.2)

4. 'V reflexivnim Banachové prostoru kaZdd uzaviend koule je slabé kom-
paktni, tzn. kaZdd posloupnost prvki z této koule obsahuje slabé konver-
gentni podposloupnost s limitou v této kouli. Jinak Teceno: kaZda ohrani-
cend posloupnost obsahuje slabée konvergujici podposloupnost.
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. Necht {u,} je omezend posloupnost v reflexivnim Banachové prostoru X

a necht viechny slabé konvergugici podposloupnosti magi za limitu (slabou)
prvek u, pak celd tato posloupnost u, konverguje slabé k prvku u.

. Jestlize uzaviend koule v reflexivnim Banachové prostoru lezi ve sjedno-

ceni néjaké soustavy slabé otevienych mnozin, pak tato koule lezi v néja-
kém konecném podsystému téchto slabé otevienych mnoZin.

. Necht K je konvexni, ohranicend a uzaviend mnoZina v reflexivnim Ba-

nachové prostoru X, pak je tato mnozina slabé kompaktni.

. Necht K je neprdzdnd, uzaviend a konverni mnoZina v Hilbertové pro-

storu H s normou || - || a skaldrnim soucinem (-,-). Pak pro libovolné
x € H existuje jedinyg prvek u € K takovy, Ze plati

lz = ull = min flz - v
Tento prvek u lze charakterizovat takto
u€e K, (x —u,v—u) <0 prokazdé vekK. (1.3)
Navic, oznaé¢me u = Pxx, pak
|Pkx1 — Prao| < ||lz1 — 22| Va1, 22 € H.

(Pk je projekce na mnoZinu K).

Je-li K uzavieny linedrni podprostor v prostoru H, pak Py je linedrni
spojity operdtor. Prvek u lze charakterizovat takto:

u€ K, (x —u,v—u)=0 prokazdé veK.

(Oddélovact véta.) Necht K je konvezni uzaviend podmnoZina Banachova
prostoru X . Pak pro kaZdé v ¢ K existuje funkciondl x* € X* tak, Ze
plati
(x*,x) > sup (z*,y). (1.4)
yeK

(Princip stejnomérné omezenosti.) Necht G C L(X,Y), kde X je Bana-
chiv prostor a 'Y je mormovany linedrni prostor. Ndsledujici vyjroky jsou
ekvivalentni:

(7) sup{||4]|: A€ G} < +oo.
(@) sup{||Az|: A€ G} < +oo pro kazdé v € X.
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1.1.1 Zdola a shora polospojité funkce, konvexita

V tomto odstavci uvedeme nékteré pojmy z teorie topologickych prostort, které
budeme potiebovat v dalSich kapitolach. Budeme definovat funkci zdola a shora
polospojitou (resp. semispojitou) a vétu o centrovanych systémech (viz [10]
a [15]). Tato véta hraje dilezitou roli diikazu surjektivity monoténnich operé-
tord v neseparabilnich, reflexivnich Banachovych prostorech. Nejprve uvedeme
definici vlastnosti kone¢ného pruniku.

Definice 1.1.4 Systém mnozin F md vlastnost konecného priniku, jestliZe
prunik libovolného konecéného podsystému md neprdazdny prunik.

Véta 1.1.2 (Véta o centrovanych systémech) Necht {U;, i € I} je libovolny
systém uzavienych podmnozin kompaktniho topologického prostoru T s vlast-
nosti koneéného pruniku. Pak je meprdzdny i prunik vsech mnozin tohoto sys-
tému, t.j.

ﬂ U; # 0.

i€l

d

Definice 1.1.5 Nechtf X je topologicky prostor. Rekneme, Ze funkce ¢ je zdola
polospojitda na prostoru X, jestlize pro libovolné xo € X plati

¢(x0) < liminf (z)

T—TQ

a shora polospojitd na prostoru X, jestlize pro libovolné xg € X plati

p(x0) > limsup p(z).

r—Xo

V pfipadé normovaného prostoru X lze definovat pojem zdola (resp. shora)
polospojité funkce na oteviené mnoziné U C X a slabé zdola (resp. shora)
polospojité funkce na prostoru X. Tyto definice jsou specialnim ptipadem de-
finice 1.1.5, ve které topologie v U je generovana normou, resp. v prostoru
X slabou konvergenci v prostoru. Diikazy vSech niZze uvedenych lemmat a vét
tohoto odstavce 1ze najit v knihach [13], [4] a [6].

Definice 1.1.6 Necht X je normovany linedrni vektorovy prostor a U C X
oteviend mnoZina. Rekneme, Ze redlnd funkce f (funkciondl) je zdola polospo-
jitd na U, jestlize pro libovolné xo € U a kaZdou posloupnost {x,} C U, kterd
silné (v normé) konverguje k xo, plati

f(zo) < liminf f(z,),

n—oo

resp. shora polospojitd, jestlize

f(z0) = limsup f(x,):

n—oo



