Kapitola 3

Potencialni operatory

Rada vysledkil tykajici se FeSitelnosti operatorovych rovnic z druhé kapitoly
byla nejprve dokazana pro potencialni tlohy. Tento pojem je prevzat z termi-
nologie popisu fyzikalnich tloh. Existuji tlohy, u kterych nelze bez predpokladu
potencialnosti studovat existence popf. jednoznac¢nost reSeni.

V prvnim odstavci budou popsdny nutné a postacujici podminky poten-
ciadlnosti s uvedenim nékolika prikladi. V druhém odstavci bude pojednano
o monotdénnich operatorech, které jsou soucasné potencidlnimi operatory. Bu-
dou dokazany zakladni véty o feSitelnosti operatorovych rovnic s témito typy
operatort. Dualita bude studovana v tieti kapitole a v posledni kapitole bude
pojednano o nékterych numerickych metodach feSeni rovnic s potencidlnimi
operatory. Pokud nebude feceno jinak budeme v této kapitole predpokladat, ze
uvazované funkcionaly jsou kone¢né, tzn. nabyvaji v kazdém bodé svého defi-
ni¢niho oboru kone¢né hodnoty, a defini¢ni obor studovanych operatort bude
realny reflexivni Banachtv prostor.

3.1 Definice a kritéria potencialnosti operatoru

Definice 3.1.1 Nechf X je redlny normovany prostor. Rekneme, Ze operdtor
A: X — X* je potencidlni, jestlize existuje funkciondl F definovany na pro-
storu X takovy, Ze v kaZdém bodé x € X existuje G-derivace grad F(x):

grad F(z) = F'(z) : X — X * tak, Ze plati A = grad F', tzn.

1
(Az, y) ztlin(l)z(F(x—}—ty)—F(x)) Ve, y € X.

Funkciondl F' se nazjvd potencidlem operdtoru A.

Poznamka 3.1.1 Pojem potencidlniho operatoru lze bezprostfedné rozsitrit
i pro operatory T : X — Y, kde prostor Y je linedrné izometricky izomorfni
prostoru X *.

Ozna¢me tento izometricky izomorfismus symbolem Iy € L(X*Y), a defi-
nujme operator A : X — X * predpisem A = I;lT : X — X*. Rekneme,
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7e operator T' : X — Y je potencidlni, jestlize operator A : X — X* je
potencialni a potencidl F' operdtoru A je potencidlem operatoru 7. S timto
rozSifenim se lze setkat v pripadé, kdy prvky prostoru Y reprezentuji spojité
linearni funkcionaly z prostoru X *.

Za vyse uvedenych predpokladt je pro libovolné xz,u € X

(Az,u) = <I;1Tx,u> = <I;1y,u> = a(y, u),
kde y = Tz a a(y, u) je spojita bilinedrni forma na prostoru Y x X,
la(y, )| < [lylly [lv][x-
Je-li operator A: X — X * potencialni s potencialem F, pak
(Az,u) = (grad F(x) ,u) = <I;1Tx,u> Vo,u e X

a tim
grad F =I,'T = T =IygradF.

Poznamenejme, 7Ze bilinearni forma a reprezentuje obecny tvar funkciondlu z *:
x*(u) = <Iily,u> =a(y,u), kde y=Iyx* €Y, ueX.
[ )

Potencial radialné spojitych potencidlnich operatori lze explicitné vyjadrit
v integralnim tvaru.

Lemma 3.1.1 Necht operdtor A : X — X* je radidlné spojity potencidlni
s potencidlem F'. Pak pro kazdé x € X plati

1
Fz) = F(0) + / (Atz, z) dt.
0
Dukaz. Zvolme z € X a vySetfujme funkci ¢(t) = F(tx) pro t € [0,1]. Zfejmé
1
o' (t) = lim - (F(tz + sx) — F(tz)) = (Atz, z) .

Protoze A je radidlné spojity, je funkce (Atx,z) = ¢'(t) spojitd na intervalu
[0,1] a odtud dostaneme

1 1
F(o) = F(0) = (1) = 9(0) = | ()t = [ (ata,a) at.
0 0
O
Z tohoto lemmatu plyne, Ze potencial radialné spojitych potencialnich ope-

ratord je urcen az na konstantu jednoznac¢né.
V nasledujicim lemmatu budou uvedeny kritéria potencidlnosti operatoru.
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Lemma 3.1.2 Necht X je reflexivni Banachiiv prostor a operdtor A,
A: X — X* je demispojity. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Operdtor A je potencidlni.

b) Pro libovolné z,y € X plati
1 1 1
[tz ae - [y a = [ At =)o) a
0 0 0

¢) Pro libovolné x,y a libovolné spojité diferencovatelné zobrazeni u,
w:[0,1] — X, takové, Ze u(0) = = a u(l) =y plati

1 1 1
/0 (Atz,z) dt — /0 (Aty,y) dt = /0 (Au(t),u'(t)) dt.

Dukaz. Implikace a) = b): Podle lemmatu 2.1.2 je demispojity operator radi-
alné spojity a podle lemmatu 3.1.1 je pro libovolné z,y € X

/ (Ata,z) dt —/ (Aty,y) dt = F(z) = F(y) =
0 0
_ /O %F(y+t(x—y))dt=/o (Aly +t(z —y)),z —y) dt.

Implikace b) = ¢): Z demispojitosti operatoru A plyne existence konstanty
M > 0 tak, ze pro kazdé 7,t, s € [0, 1] plati

1A (u(s) + 7(u(t) —u(s))) || < M.

Skuteéné, nechf takova konstanta neexistuje. Pak existuje posloupnost éisel
tns Tn, Sn € [0,1] tak, Ze mnozina ||A (u(syn) + 7n(u(tn) — u(sy))) || neni ohra-
ni¢ena. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze t, — t, 7, — T, S, — S.
Pak ze spojitosti funkce v : [0,1] — X obdrzime

U(Sn) + Tn(u(tn) - U(Sn)) - U(S) + T(U(t) — U(S)) pro n — oo.

Avsak A je demispojity a tim posloupnost {A (u(sy) + 7n(u(ts) — u(sy)))} kon-
verguje slabé. AvSak kazda slabé konvergentni posloupnost je v prostoru X *
ohranic¢end (prostor X je reflexivni), coZ je ve sporu s pfedpokladem.

Na intervalu [0, 1] vySetfujme redlnou funkei ¢:

1
o) = [ (arat),uie) o
0
Z predpokladu v b) obdrzime pro ¢, s € [0, 1]

() — o(s)| = / (Aru(t),u(t)) dr — / (Aru(s),u(s)) dr| =

< Mlu(t) — u(s)|| <

/0 {(A(u(s) + 7(u(t) = u(s))), ult) — u(s)) dr

< Mt~ 5| mas /(7).
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coz znamena, ze funkce ¢ je Lipschitzovsky spojita a tim je absolutné spojita.
Tudiz

1 1 1
|t ae - [ ) @ =) - 00 = [ pd G
0 0 0
7 véty o stfedni hodnoté obdrzime

v w(s) —et)
et = lim = =

s—t

=gg<mmw+mma—mmxﬂﬁlﬂ9>=mwmwm>

a tim odtud a z rovnosti (3.1) plyne tvrzeni c).
Implikace ¢) = a): Dokdzeme, ze funkciondl F,

1
F(x) :/0 (Asz, ) ds,

je potencial operatoru A. Polozme u;(s) = x+sty. Pro libovolné t € R, z,t € X
a odpovidajici hodnoty sg € [0, 1] (z véty o stiedni hodnoté) obdrzime

F(z+ty) — F(x) _

lim
t—0 t
1 1 1
= lim — </ (As(z + ty),z + ty) ds — / (Asz, x) ds) =
=01 \Jo 0
i [ ()i s = i S [ (o)1) 0 =
= lim = ; ui(s), wy(s)) ds = lim ; ug(s), ty) ds =

= %E% (A(z + soty),y) = (Az,y).

O

Cviceni 3.1.1 Dokazte ekvivalentnost v tvrzeni a) a b) v lemmatu 3.1.2 za
predpokladu, Ze operator A : X — X * je radidlné spojity.

&
Poznamka 3.1.2 Jestlize jsou splnény piedpoklady v lemmatu 3.1.2, pak ope-

rator A : X — X * je potencialni, pravé kdyz pro kazdé spojité diferencovatelné
zobrazeni u : [0,1] — X takové, ze u(0) = u(1) plati

/ (Au(r),u/ (7)) dr = 0.
0

V pripadé, kdy operator A : X — X * je G-diferencovatelny, lze k ovéreni
potencialnosti vyuzit nasledujici ekvivalence.
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Lemma 3.1.3 Necht X je reflexivni Banachiiv prostor a operdtor A,
A: X — X* md v kazdém bodé x € X G-derivaci A'(x) takovou,
ze pro vSechna x,y,h € X je funkce ¥,

P(s,t) = (A'(h+ sz + ty)z,y),
spojitd na mnoZiné [0,1] x [0,1]. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
a) Operdtor A je potencidlnd.

b) Pro vsechna x,y,h € X plati
(A'(h)z,y) = (A'(h)y,z).

Dukaz. Implikace a) = b):
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Necht operator A je potencialni s potencidlem F'. Definujme funkci ¢p o (t)

predpisem:
Ohzy(t) = [F(h+tx +ty) — F(h+tx)] — [F(h + ty) — F(Rh)].
Pomoci lemmat 3.1.1 a 3.1.2 obdrzime

F(h+tx+ty) — F(h+tx) =

1 1
:/ (A7(h + tx + ty), h + tx + ty) dT—/ (Ar(h +tz),h + tz) dr
0 0

1 t
= / (A(h + tx + Tty), ty) dr = / (A(h + tz + s1y),y) ds1
0 0

a podobné
t
F(h+ty) = F() = [ (A(h+ s19).0) don,
0
Odtud dostaneme

t
Ohzy(t) = / (A(h +tx + s1y) — A(h + s1y),y) dsi1.
0

Taylorova formule se zbytkem v integralnim tvaru (viz napt. [13]) mé tvar

(Alu +v) — Av,y) = /o (A" (v+ Tv))v,y) dr,

kde u,v,y € X. Pouzitim této formule po upravé obdrzime

1
(A(h + tx + s19) — A(h + s19).,y) = / (A'(h+ s1y + Tta)ta,y) dr =
0

¢
= / (A'(h + 51y + s2x)x,y) dsa
0



