Predmluva

Pocitacova algebra se zabyva algoritmy pro symbolické vypocty v riznych alge-
braickych oborech, jako jsou napr. celd a racionalni ¢isla, kone¢na télesa a predevsim
polynomy nad témito obory, pfipadné dalsi struktury jako algebraicka rozsifeni ra-
cionalnich ¢isel, permutac¢ni grupy apod.

Pocitacova algebra se svym pristupem zasadnim zpusobem lisi od numerické ma-
tematiky, ktera se soustfedi predevsim na p7iblizné vypocty, zpravidla nad néjakym
pocitacovym modelem realnych ¢i komplexnich ¢isel; jeji dilezitou soucasti je teo-
rie odhadu chyby. Oproti tomu pocitacova algebra vyviji algoritmy, které poéitaji
symbolicky, tedy absolutné presné. (Specidlné to znamend, Ze se nemuize zabyvat
redlnymi ¢isly, vzdy jen n&jakym spocetnym podoborem.)

Oba pristupy, aproximativni i symbolicky, maji svoje misto: riizné tlohy vyzaduji
rizny pristup. Uvazme napiiklad vypocet kofenti daného polynomu. Z Galoisovy
teorie plyne, Ze symbolicky lze FeSit pouze polynomialni rovnice stupné < 4, a to
navic dosti komplikované, zato numerickd Newtonova metoda umi efektivné fesit
rovnice libovolného stupné. Na druhou stranu, u soustav polynomialnich rovnic
vice proménnych se miize vyplatit soustavu upravit na hezdi tvar (podobné jako
linedrni rovnice Gaussovou eliminaci) a zde mé misto pocitacovd algebra. Navic
je fada problémt, které ani nedava smysl TeSit ptriblizné, napf. nejvétsi spoleény
délitel dvou polynomt nebo operace nad konecnymi télesy, a témi predevsim se
zabyvé pocitacova algebra.

Tato ucebnice se orientuje pfedev§im na algoritmy pro pocitani s polynomy. Je
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matik navazuje (napf. algebraickd rozsifeni téles se reprezentuji pomoci polynomu)
a ktery ma radu aplikaci. Prvnich pét kapitol se vénuje predevs§im polynomim jedné
proménné, Sesta kapitola se vénuje jednomu ze zédkladnich néstroji pro praci s po-
lynomy vice proménnych a z tématu trochu vybocuje posledni kapitola vénovana
pocitani s diskrétnimi podgrupami vektorovych prostora.

Mezi hlavni oblasti vyuziti algoritmii, které se nauc¢ime, patii vypocetni teorie
C¢isel (testy prvociselnosti, faktorizace apod.), vypocetni geometrie (algoritmy pro
préci s algebraickymi k¥ivkami a plochami), kryptografie (ndvrhy modernich kryp-

algebry, jako je symbolicka integrace nebo symbolické Feseni diferencialnich rovnic.

Obsah ucebnice by se dal shrnout takto: nejprve se sezndmime s datovou repre-
zentaci a rychlymi algoritmy pro zékladni operace (séitani, nasobeni, déleni) s ¢isly
a polynomy. V dalsich kapitoldch se budeme zabyvat slozitéjsimi tilohami jako je
nejvétsi spoleény délitel a rozklad na ireducibilni ¢initele. Mnoho rychlych algoritmi
je zalozeno na tzv. moduldrni reprezentaci, kterou predstavime ve druhé kapitole: je-
jim principem je trik, Ze misto jednoho vypoctu v komplikovaném oboru provedeme
tlohu v nékolika jednodussich oborech. V nékterych pripadech dochéazi k vyrazné
uspore casu. Posledni dvé kapitoly jsou vénovany dvéma zajimavym metodam s fa-
dou aplikaci: Grobnerovy baze, které umoznuji efektivni manipulaci s polynomy
vice proménnych, véetné feseni soustav polynomialnich rovnic, a Lenstra-Lenstra-
Lovasziuv algoritmus pro hledani kratkych vektor v mfizich, na ktery lze prevést
fadu problémi ze zdanlivé nesouvisejicich oblasti matematiky.

Vyklad je doplnén fadou cviceni, ktera jsou zejména ze zacatku vyrazné oriento-
vana na vypocet odhadu Casové slozitosti algoritmii. Cviceni ob¢as obsahuji alter-
nativni algoritmy fesici tlohy popisované v textu, ¢ast cviceni slouzi k vyzkouseni
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za zvlasté dulezitd, maji dvakrat podtrzené cislo; dirazné doporucujeme se na né
podivat. Hvézdickou jsou oznacena tézsi cviceni.

Probirané algoritmy jsou samoziejmé soucasti velkych softwarovych balikt pro
pocitacovou algebru, pro programéatory je k dispozici fada knihoven v prakticky
jakémkoliv jazyce. Pro implementaci s dirazem na efektivitu se v soucasné dobé
nejvice pouziva jazyk C++, s vyuzitim knihoven GMP pro pocitani s velkymi ¢isly
a NTL pro polynomialni aritmetiku. D4 se Tici, Ze sekce 4 seznamuje s jednodussimi
verzemi algoritmi, které obsahuje knihovna GMP, zatimco algoritmy z kapitol II-V
a VII tvofi zéklad knihovny NTL. Pro polynomy vice proménnych je v soucasné
dobé nejefektivnéjsim volné dostupnym nastrojem systém Sage (vyuzivajici projekt
Singular). Podrobnéjsi informace najdete v sekci 2.

Pii pfipravé této ucebnice jsme vychazeli predevsim z nasledujicich t¥1 monogra-
fii:

e Franz Winkler, Polynomial Algorithms in Computer Algebra

e K. Geddes, S. Czapor, G. Labahn, Algorithms for Computer Algebra

e J. von zur Gathen, J. Gerhard, Modern Computer Algebra
Tyto knihy pokryvaji vétsi paletu témat, nez bylo i¢elné zpracovat do nasi ucebnice,
¢tenari zde tedy mohou najit fadu rozsifeni a aplikaci probirané latky. Kromé vyse
uvedenych knih jsme pouzili fadu ¢lankd a internetovych zdroji, abychom zaradili
aktualni informace, pfipadné doplnili nékteré chybéjsici detaily.

Kromé vyse uvedenych knih lze jako dopliujici ¢teni doporucit ucebnici Henri
Cohena A Course in Computational Algebraic Number Theory, kterd obsahuje pre-
devsim témata tykajici se vypocetni teorie ¢isel, pfipadné slavnou sadu ucebnic
Donalda Knutha The Art of Computer Programming, jejiz jeden dil je vénovan
algebraickym algoritmtim. Na konci kazdé sekce pak uvadime odkazy na zdroje
specifické k danému tématu.

K obsahu tohoto textu patii nasledujici dilezita poznamka: zatimco napt. v ma-
tematické analyze se ucéi poznatky staré fadové stovky let a v zakladech algebry
tfadové sto let, v tomto kurzu se probiraji poznatky staré fadové desitky ¢i jed-
notky let. Zatimco vétsSina fakt z analyzy ¢i obecné algebry bude uzitecnych naveéky
a s velkou pravdépodobnosti se je budou ucit studenti i za sto let v témér nezmé-
néné podobé, véhlas a uzitecnost algoritmt uvedenych v této ucebnici stoji a pada
s objevem algoritmu rychlejsiho. Je dobré si uvédomit, ze v celém kurzu dokazu-
jeme pouze horni odhady slozitosti. Neuvidite ani jeden dtkaz, ktery by fikal, ze
predvadény algoritmus je optimalni. Je pravdépodobné, Ze uz za par let bude tento
text zCasti zastaraly.

Na zavér patii podékovdni vsem, ktefi se podileli na vzniku téchto skript. Na po-
¢atku viyznamné pomohl student Ivan Stubiia, ktery piepisoval zapisky z prednasek
do elektronické formy. Velké podékovani patii vSsem studentim, ktefi nas upozornili
na fadu drobnych chyb v pfedbéznych verzich tohoto textu. Za krasnou grafiku na
obdlce i v textu patii podékovani Evé Stanovské.

V Praze, v Cervenci 2010,
David Stanovsky a Libor Barto



