/ Nasledky nesplnéni
predpokladu

V linearnim modelu jsme predpokladali, Ze zndme prostor moznych stfednich hod-
not, ze vSechna pozorovani maji stejny rozptyl, Ze jsou nekorelované (resp. neza-
visld) a Ze maji normélni rozdéleni. Nyni se pokusime popsat nésledky, které ma
nesplnéni nékterého z uvedenych predpokladii.

7.1 Prostor strednich hodnot

Predpokladejme, ze plati
Y =XB+Zvy+e, e~ (0,0°), (7.1)

piestoze my predpokladame platnost modelu Y ~ (X3, o2l).

7.1.1 Vlastnosti odhadu EY

Oznatme G = (X,Z) a § = (B',7')" a vetkeré statistiky vztazené k modelu Y ~
(G4, 0?1) oznac¢ime dolnim indexem g. Bézny odhad vektoru EY je tedy

Y, =G(G'G)GY, (7.2)

coZ je, jak vime napft. z (3.13), primét Y do M(X,Z) = M(X,MZ). S pouzitim
druhého vyjadreni dostaneme

. XX 0 \ /X
Y-‘i:(X’MZ)(o Z’MZ) (Z’M)Y

= X(X'X)"X'Y + MZ(Z'MZ)~Z'MY
=Y +MZ(ZMZ)~Z'u (7.3)
= Xb, + Zc,, (7.4)
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kde b, a ¢, jsou obecné néjaka feSeni piislusné normdlni rovnice.

Kdyz prepiSeme (7.3) tak, aby bylo patrné jakou linedrni kombinaci sloupcti
matic X, Z je vektor Yg (co mohou byt vektory by, c,), dostaneme po tGpravé (vy-
jaddiime M pomoci X)

Y, =X(b— (X'X)"X'Zc,) + Zc,, (7.5)

kdyz jsme oznacili
¢, = (Z’MZ)"Z'u. (7.6)

Mizeme tedy psat
b, = b — (X'X)"X'Zc,, (7.7)

odkud je zfetelny zejména vztah mezi b a by.
Z (7.3) plyne, Ze rozdil rezidudlnich sou¢tl ¢tverci mezi uvazovanym modelem
Y ~ (X3, 02l) a skuteéné platnym modelem Y ~ (G4, o?l) je

RSS — RSS, = |[MZ(Z'MZ)~Z'ul|®
= [|MZc,||%. (7.8)

Porovnejme jesté stfedni hodnoty obou rezidudlnich soucétd ¢tverct. Protoze
plati model (7.1), je ziejmé E RSS, = (n — h(X,Z))o?. Jinak to dopadne u rezi-
duélniho souc¢tu ¢tverct RSS z (nespravné) predpokldadaného modelu. Postupnymi
apravami dostaneme

ERSS = E||MY||> = E[|M(X3 + Zv +e)||* = E||MZ~ + Me|?,
tedy (s ohledem na Ee = 0)
E RSS = [IMZ|? + E || Me]
= [[MZ~|* + (n — h(X))o>. (7.9)
Vratme se k odhadu Y. Jeho stfedni hodnota je rovna
EY = H(X3 + Zv) = X3 + HZ~.
Obecné tedy neni nestrannym odhadem pro EY, ma vychyleni
biasY =EY —EY = X8+ HZy — (XB+Zy) = —MZ. (7.10)

Shriime vlastnosti odhadu klasického modelu.
Véta 7.1. (Vychyleni odhadu, plati-li $irsi model) Necht plati Y ~ (X3+
Z~, 0?l). Pro statistiky odvozené z modelu Y ~ (X3, ?1) plati

bias Y = —MZ~, (7.11)
MZ-y||2
bias 5% = % (7.12)
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Prostor strednich hodnot 7.1

Porovnejme nyni varian¢ni matice odhadi Y a Y,. Snadno dostaneme

o X'X 0 (X
VarYg = 0—2(x, MZ) ( O Z/Mz> (Z/M>

=0’ (H+MZ(Z’MZ)"Z'M) . (7.13)

Je-li matice MZ nenulova, bude matice var Yg —varY pozitivné definitni, takze
vychyleny odhad je co do rozptylu lepsi. Vychylené odhady vsak neporovnavéame
pomoci jejich rozptylu ¢i varian¢éni matice, ale pomoci stfedni ¢tvercové chyby.
Stredni ¢tvercova chyba odhadu T parametru 6 je definovana jako

MSE (T) = E(T — 6)(T — 0)’
= var (T) + bias (T)bias (T)".

Stiedni ¢tvercovou chybu Y jako odhadu pro EY lze tedy psat
MSEY =varY + (bias Y)(bias Y)' = 0°H + MZ~y~'Z'M. (7.14)

Protoze Yg je nestrannym odhadem EY, plati MSE Yg = var Yg.
Porovnejme stiedni ¢tvercové chyby Y, a Y jako odhadi vektoru E'Y:

MSEY, — MSEY = ¢? (MZ(Z'MZ)~Z'M — MZv~y'Z'M/5?).

Nyni sta¢i pouZit tvrzeni véty A.9 pro A = MZ a ¢ = /o, abychom zjistili, Zze
rozdil stfednich ¢tvercovych chyb da pozitivné semidefinitni matici, pravé kdyz je
|Ac||? = [[MZ~/c||? < 1. Dodli jsme tak k tvrzeni nésledujici véty.

Véta 7.2. (Kdy je vychyleni malé) Necht plati Y ~ (X3 + Z~,0?l). Pro
Y, 7 tohoto modelu a pro Y z modelu Y ~ (X3, o?1) plati ekvivalence

MSEY, > MSEY <= ||bias Y||? < 0. (7.15)

Pii predpovédi budouciho pozorovani tedy je vyhodnéjsi pouzit mengi model,
kdyz je vychyleni zptisobené touto volbou dostate¢né malé.

Véta 7.3. (Dtsledek) Necht plati Y ~ (X8 + Z~,0?l), necht § = p'B + s'v
je odhadnutelny parametr v tomto modelu. Necht b je libovolné feSeni normélni
rovnice X’Xb = X'Y. Potom je parametr 7 = p’3 odhadnutelny také v modelu
Y ~ (XB,02l) a plati

MSE§ > MSE 7 <= |[MZ~|? < 2.
D 1 k a z: Pfedevsim je tieba dokazat, ze 7 je odhadnutelny parametr. Odhad-
nutelnost 6 je podle véty 2.4 ekvivalentni s existenci vektoru q € R"™, pro ktery plati

q'(X,Z) = (p’,s). Speciédlné to tedy znamend existenci q, pro ktery plati ¢'X = p/,
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