Kapitola 2

Kinematika

Piiklad 2.1. Ukazte, ze skaldrni soucin étyfvektoru
Py - Py = E1Ey — py - P2 (2.1)

je Lorentz-invariantni.

Resent: Pouzitim vztahii pro Lorentzovu transformaci (A:2.8a)—(A:2.8¢) dostavame
Pl - Py =E\Ey—p) -7y = E1Ey _Pll,Hp/z,H - p/171_p/271_ =
=% (E1+ Bp1,)) (B2 + Bpay) — 7 (p1, + BEL) (P2, + BE2) — p1,up2,1 =
= 72 (1 - 52) (E1E2 - p1,||P2,|\) —p1,ip2,1 =P - P

Piiklad 2.2. UkazZte, Ze pii zanedbani hmot ¢astic v interakci 2 — 2 plati mezi
Mandelstamovymi invarianty relace

1—

t=—s %Se (2.2a)
1

u=—s +TCOS9, (2.2b)

kde @ je thel vyletu koncovych ¢astic v CMS vici ose nalétavajicich castic.

Vvey

Resend: V tézistové soustavé plati p; = —ph a ps = —py. Pii zanedbani hmot ¢astic
déle plati E; = p;, ze zédkona zachovani energie p; + p2 = p3 + ps4 pak vyplyva

D1 = p2 = P3 = Pa. (2.3)
Nyni vypocitame jednotlivé Mandelstamovy invarianty:
s=(PL+ Py’ = (p1+p2)° = 4p} (2.4a)
t= (P — PS)Z = (p1 —P3)2 — (;1 —ﬁ3)2 = —2p1ps3 (1 — cosf) =
= —2p? (1 — cos ) (2.4b)
u= (P — Py)? = (p1 —pa)’ — (P1 —ﬁ4)2 = —2p1ps (1 —cos(m —0)) =
= —2p? (1 + cosb), (2.4c)
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pri¢emz tuhel 0 je podle zadani thel mezi vektory p} a p3. Dukaz je tedy hotov.
Priiklad 2.3. UvaZzujte pruzny rozptyl
n+p—n+p, (2.5)

kde proton v pocatecénim stavu je v klidu. Jaka je maximalni hybnost odrazeného
protonu v zavislosti na celkové energii nalétavajiciho neutronu E,?

Reseni: Proton bude mit maximélni energii, bude-li odrazen ve sméru nalétavaji-
citho neutronu. Zakony zachovani energie a hybnosti zde maji podobu:

Ey+m, = E, + E;, (2.6a)
Pn = P}, + Pl (2.6b)

Upravou dostaneme rovnici pro hybnost odrazeného protonu
12( 2 2 ’ _
Pp (pn — (En +myp) ) + 2pppnmp(En +mp) =0

Prvni feSeni p; = 0 odpovida situaci, kdy ke srazce ¢astic viibec nedojde a proton
tak ztistane v klidu. Druhé fesSeni

p/ _ 2mp(En + mp) V E121 — m?l (2 7)

P m2 +m32 + 2E,my,

odpovidéa hledané maximalni energii a hybnosti protonu.
Uvedeny vztah je odvozen pro relativistické piipady. V nerelativistické limité
(pn < my) piejde vztah (2.7) na jednoduchy tvar

2m
| = py— P — 2.8
Pp =P My + myp (2:8)
Pokud by my = my, jednalo by se o analogii ¢elni srazky kuleénikovych kouli, kdy

se nalétavajici koule zcela zastavi a preda celou svoji hybnost kouli druhé.

Priiklad 2.4. Urcéete maximélni energii elektronu E, v S-rozpadu volného neutronu

n—pt+e +7 (2.9)

Reseni: Na t¥i¢asticovy rozpad miizeme nahlizet jako na dva po sobé jdouci dvou-
casticové rozpady

n—e +(ple), (pPV) =P+ 7, (2.10)

kde pro energii elektronu plati podle vztahu (A:2.10a)

2 2/ -
B = e = mi(p7) (2.11)
2 2mp

Elektron bude mit maximéaln{ energii v pfipadé, Ze invariantni hmota dvojice (p7e)
bude co nejmensi. Plati _
m™ (ple) = myp + my (2.12)



S pouzitim poslednich dvou vztaht tak dostaneme feSeni

m?l - (mp + ml,)Q + mg

E, =
2my

(2.13)

Pro bézné tcely mizeme hmotu antineutrina obvykle zanedbat, ¢imz se vysle-
dek (2.13) jesté zjednodusi. Na druhou stranu se pfesné uréeni maximélni energie
elektronu pouzivd pravé k urceni hmoty elektronového antineutrina, resp. horni
hranice jeho hmoty, viz kapitolka A:10.1.

Priklad 2.5. Ukazte, Ze pro soucet Mandelstamovych invariantt danych vztahy

5= (P, + Py)? (2.14a)
t= (P, — Ps)? (2.14b)
u= (P, — Py)* (2.14c)
plati
4
stt+u=Y mf (2.15)
=1
Resend:

s+t+u= (P1 +P2)2+(P1 —P3)2+(P1 —P4)2 =
=P+ P +2P - P+ Pl + P; —2P - Py + P} + P} = 2P, - P, =
=3mi+m3+mi+mi+2P - (Py— Py —Py) =
=3m3 +mj3 +m3+mj — 2P =
:mf—i—m%—i—mg—kmi,
kde jsme vyuzili identitu
—-Pr=P—-P;—-P
plynouci ze zédkona zachovani ¢tyrhybnosti. Jsou-li energie ¢astic mnohem vyssi nez
jejich hmoty, plati priblizné
s+t+ux~0.

Priklad 2.6. Urcete prahovou kinetickou energii 7' nalétévajiciho protonu, pfi
které probiha reakce
p+p—p+p+n° (2.16)

Tercikovy proton je v laboratornim systému v klidu.

Reseni: S vyhodou vyuzijeme invariance Mandelstamovy proménné s. Kvadrat
celkové energie vyjadiime v pocateénim stavu pomoci proménnych laboratorniho

systému, v koncovém stavu pak pomoci tézistového systému. V tézisfovém systému
jsou totiz pti prahové energii reakce vSechny castice v klidu. Dostavame tedy:

2
(T + 2mp, /(T +mp)? — mg) = (2mp + Mo, 0)2 (2.17)
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Upravou dostévame

(T +2myp)? — (T + mp)* + mg = (2mp + Mmyo)?
2

™ ~ 280 MeV
mp

T = 2mpo + —
= 2Mzpo B

Vzhledem k tomu, ze m o << mp, je v prvnim pfiblizeni 7' ~ 2mo.
Na tomto prikladé si uvédomme, ze ¢ast kinetické energie nalétavajiciho protonu

vy

musi byt T > m 0.

Priklad 2.7. Urcete maximélni energii elektronu z piikladu 2.4 pomoci algebry
¢tyrhybnosti.

Resent: Ukazme nejprve, Ze pro libovolné étythybnosti Py, P, plati
(Pl + P2)2 Z (m1 + m2)2 (218)

Leva strana predstavuje Mandelstamiv invariant s. Prava strana odpovida s v si-
tuaci, kdy jsou v této soustavé ¢astice 1,2 v klidu, coz odpovidd minimalni celkové
t6zistové energii. Tim je vlastné nerovnost (2.18) dokézdna. Podotknéme, Ze plati
obecné i pro vice ¢astic.

Nerovnost (2.18) lze dokézat i algebraicky. Po roznasobeni a odeéteni stejnych
¢lenti zbyva ukazat platnost vztahu

E1Es — pipe > mima

Vyjadfime-li hybnosti pomoci relativistickych vztaht (viz rovnice (A:1.1)), dosta-
neme po umocnéni relaci
(Eymg — Eamy)? > 0,

ktera je splnéna vzdy.
Relaci (2.18) nyni pouzijeme k nalezeni maximalni energie elektronu:
(P — Pe)? = (Pp+PD)2 e (mp+my)2
m2 — 2P, - Po +mZ2 > (m, +m,)?

T~ (mp 7 ) e (219)

Ee

IN

2my,

Rovnost odpovidd maximalni energii elektronu. Samoziejmé jsme dostali stejny
vysledek jako v piikladu 2.4, viz relace (2.13).

Priklad 2.8. Urcéete maximalni hybnost protonu z piikladu 2.3 tak, ze nejprve spo-
éitate hybnost pems rozptylenych éastic p, n v tézistovém systému a pak aplikujete
Lorentzovu transformaci.

Resent: Pro vypodéet pems Vyuzijeme opét Mandelstamovy proménné s vyjadiené

v

v laboratornim (poc¢ate¢ni stav) a tézistovém systému (koncovy stav):

2 2
(En + mp7 V E121 - mr%) = (\/pgms + mIQ) + pgms + m%ﬂO) (220)



Podle definice (2.1) dostéavame tedy rovnici

2
(B +mp)” = (B2 = m2) = ((/Ps + 3+ /s + 02 ) (2:21)

Resenim uvedené rovnice je

E27m2
o 0~ My 2.22
Pcms mp\/m%+m%+2Enmp ( )

vvev

20 _ VER—mi (2.23a)

P=SET Btm

odkud ur¢ime i Lorentzuv faktor

1 E,
y= ) = +mp (2.23b)
1-3 \/mg +m2 + 2E,m,

Rozptyleny proton bude mit maximélni hybnost p; tehdy, pokud se pems slozi
v piimce spolu s rychlosti 5 tézisté. Podle vztahu (A:2.6) tedy

2mp(By +my)y/BE —m3

mg +m2 + 2E,m,

p;p = YPems + VB pgms + m}% =

Vysledny vztah je samoziejmé stejny jako feseni prikladu 2.3.
Poznamka: relativisticky faktor v (viz vztah (2.23b)) jsme ur¢ili z definice (A:2.7)
Jak je vidét, pro soustavu vice ¢astic je obdobou vztahu v = E/m pro jednu ¢astici

obecnéjsi relace
E; E;
2B _ LB (2.24)

— L — ,
VIR JoEY - R V¢

kde /s hraje roli invariantni hmoty soustavy vice ¢astic. Pro jednu ¢astici se tento
vztah redukuje diky s = P? = m? na jiz zminénou zndmou relaci.

P¥iklad 2.9. Castice 7° s celkovou energii 10 GeV se za letu rozpada
=ty

Urcete minimalni a maximalni thel, ktery spolu sviraji vylétajici fotony v labora-
tornim systému v zavislosti na tthlu vyletu v viéi sméru pohybu 7°.

Reseni: Fotony z rozpadu 7° sviraji minimalni dhel v piipadé, Ze v tézistovém
systému vyleti kolmo ke sméru pohybu 70, viz obr. 2.1. Pro slozky hybnosti fotont
v laboratorni soustavé plati podle vztahii pro Lorentzovu transformaci (A:2.8a)—
(A:2.8¢)

mgo

2

Pyl =705, HBES =8 (2.25a)
mMzo

2

Pyl =D =Dy = (2.25b)



