Kapitola 2

Optimalizace jako matematicka
uloha

U realnych funkef rozlisujeme dva typy extrému. Jsou to minimum a maximum. Kazdy z nich muze mit
povahu lokalni nebo globalni. Uved'me si pfesné definice.

Definice 2.1.: Necht f: X — R, kde ) # X C R". Rekneme, Ze funkce f md v bodé x* € X
e globalni minimum, jestliZe

xeX = f(x)=[fx); (2.1)

lokalni minimum, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze

xeX, x—x"|<d = [f(x)>f(x"); (2.2)

ostré globalni minimum, jestliZe

xeX, x#x" = f(x)> f(x"); (2.3)

ostré lokalni minimum, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze

XeX, 0<|x—x"|<d = f(x)>fEx); (2.4)

globalni maximum, jestliZe
xeX = [f(x)<[fE); (2.5)
o lokalni maximum, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze

xedX, x—-x"|<d = [f(x)<f("); (2.6)

ostré globalni maximum, jestlize

xekX, x#£x" = f(x)<fx); (2.7)

ostré lokalni maximum, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze

xeX, 0<|x—x"|<d = f(x)<f(x"). (2.8)
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2.1 Funkce jedné proménné

Nejdiive si pfipomenme, jak hledat extrémy funkce jedné proménné na zadané podmnoziné realné primky.
Opirame se pritom o zakladni vlastnost derivace.

Véta 2.2.: Necht f: D — R, kde D C R. Jestlife v bod¢ x* € int(D) exzistuje derivace f'(z*) a je
riznd od nuly, pak funkce f nemd v bodé x* ani lokdlni mazimum ani lokdlnd minimum. (int (D) oznaduje
vnitrek mnoziny D, viz definice 2.17.)

Jinymi slovy, pro funkci, kterd md vsude derivace, je podminka f’(z*) = 0 nutné proto, aby mohla
mit v bodé x* € int (D) lokdlni extrém. Tento fakt muzeme vyuzit pfi hleddni lokdlnich i globalnich
extrému, jak ukazuje nasledujici priklad.

P#iklad 2.3.: Hleddme globaln{ a lokdln{ extrémy funkce f(z) = 1/4a* — 52 + 2722 — 40 na celé realné
piimce.

Nejdiive si uvédomme, ze f'(z) = 2® — 1522 + 5dz — 40 = (2 — 1)(z — 4)(x — 10).

Podle véty 2.2 jen body 1, 4 a 10 mohou byt body lokdlnich nebo globélnich extrému. Pouze v nich
je totiz derivace uvazované funkce nulové.

Podivejme se nyn{ na znaménko derivace. V intervalu (—oo, 1) je zdpornd, v intervalu (1,4) je kladn,
v intervalu (4, 10) je zdpornd a v intervalu (10, +0c0) je kladn4.

Pro uvazovanou funkci to znamend, ze je klesajici na (—oo, 1), rostouci na (1,4), klesajic{ na (4, 10)
a rostouci na (10, +00). To znamend, Ze body 1 a 10 jsou body lokdlnich minim a bod 4 je bod lokdlniho
maxima. Mezi nimi budeme hledat globalni extrémy.

Bod 10 je globalnim minimem, nebof f(1) = —17 — 3/4 a f(10) = —200. Globaln{ maximum funkce
na celé redlné piimce nemd. Je to proto, ze pii velkych i malych hodnotdch argumentu funkéni hodnoty
rostou nad vsechny meze.

A

Pi#iklad 2.4.: Hleddme globdln{ a lokdln{ extrémy funkce f(x) = 1/4x* — 523 + 2722 — 40z na intervalu
[0, 20].

Pouzijeme-li vysledky z piedchozfho pitkladu a spoéteme-li, ze f(4) = 16 a f(20) = 10000, pak
zjistujeme, 7ze funkce m4 lokdlni minima v bodech 1 a 10, lokalni maxima v bodech 4 a 20. Glob&ln{
minimum mé opét v bodé 10 a globalni maximum je v bodé 20.

A

Pi#iklad 2.5.: Hleddme globdlni a lokdln{ extrémy funkce f(x) = 1/4x* — 523 + 2722 — 40z na intervalu
(0,20).

Pouzijeme-li vysledky z predchoziho pifkladu, pak zjistujeme, ze funkce m4 lokdlni minima v bodech
1 a 10, lokélni maximum v bodé 4. Globalni minimum mé opét v bodé 10 a globéalni maximum funkce

nemé, nebot funkéni hodnoty blizko bodu 20 jsou vétsi nezli v bodé 4.
AN

Véta 2.6. (Weierstrass):  Spojitd funkce jedné proménné md na omezeném uzavieném intervalu
globdlni mazimum i globdlni minimum.

2.2 Funkce vice proménnych

Podobné 1ze postupovat pro funkce vice proménnych, zpravidla funkce na R". Tuénymi pismeny budeme

oznacovat vektory a matice, tj. x = (21, ... ,xn)T a A= (Aivj)iél.jzl'
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Véta 2.7.: Necht f: D — R, kde D C R". Jestlize v bodé x* = (x7, ... 71‘:)1— € int (D) aspori pro jeden
indez j, 1 < j < n, existuje nenulovd parcidalni derivace %(x*), pak f v bodé x* nenabyvd ani lokalniho

maxima ani lokdlniho minima.

Definice 2.8.: Necht f: D — R, kde D C R". Pokud funkce f md v bod¢ x = (x1,... ,wn)T € int(D)
viechny parcidlni derivace, pak definujeme v tomto bodé jeji gradient

.
V0= (3L g )

Pokud funkce f md v bodéx = (x1,... ,xn)T € int (D) vSechny druhé parcidlni derivace, pak definujeme
v tomto bodé jeji Hessian jako matici druhyjch parcidlnich derivaci

2 ) a2f n,n
Vil (%) = (ikciamj (X)>i:1,j=1 .

Pro diferencovatelnou funkci muzeme vétu 2.7 prepsat do tvaru
Véta 2.9.: Nech? f: D — R, kde D C R". Jestlize v bodé x* = (2%,...,x7)" € int(D) md funkce f
gradient a Vo f (x*) # 0, pak f v bodé x* nenabjvd ani lokdlntho mazima ani lokdlniho minima.
Uvedme si jesté obecnou Weierstrassovu vétu; porovnej s vétou 2.6.
Véta 2.10. (Weierstrass):  Spojitd funkce f : D — R, kde D C R" je omezend uzaviend mnoZina,

nabyvd na mnoziné D svého globdalniho mazima i globdlniho minima.

Omezime se vétsinou na funkce, které maji derivace a pro které jsou lokalni minima (maxima) globalni.
Posledni vlastnost maji zejména konvexni (konkdvni) funkce.

2.3 Konvexni mnoziny

Nejdrive se musime sezndmit s konvexnimi mnozinami v kone¢né dimenzionalnim Euklidové prostoru.
Pozdéji vyuzijeme fadu jejich vlastnosti.

Definice 2.11.: Mnozina X C R" se nazjvd konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje také
vSechny jejich konvexnd linedrni kombinace, tj. pro kazdé x,y € X a X € (0,1) je \x+ (1 —N)y € X.

Poznamenejme, ze prazdna mnozina je z definice také konvexni.

Jako ptiklad konvexni mnoziny si muzeme uvést kruh, ¢tverec, obdélnik, primku, polopiimku, usecku,
atd. Mnozinami, které nejsou konvexni, jsou naptiklad kruznice, obvod ¢tverce, doplnék ¢tverce, doplnék
kruhu, atd.

Definice 2.12.: Budeme pouzivat ndsledujici pojmenovdni:

e Nadrovina je mnoZina, kterou lze zapsat jako {x ER":a'x= c} pro vhodnd a € R", ¢ € R,

a#0.

e Uzavieny poloprostor je mnozina, kterou lze zapsat jako {x ER":a'x> c} nebo jako
{XER" : aTxgc} pro vhodnd a € R", c € R, a # 0.

e Otevieny poloprostor je mnoZina, kterou lze zapsat jako {x ER":a'x> c} nebo jako
{XER" : aTx<c} pro vhodnd a € R", c € R, a # 0.
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¢ Konvexni polyedrickd mnozina je mnoZina, kterd je prunikem konecéné mnoha uzavienych po-
loprostoril.

e Konvexni polyedr je omezend konvexni polyedrickd mnoZina.

Velkou dulezitost pro existenci optima tlohy maji kuzele.
Definice 2.13.: Budeme pouzivat ndsledujici pojmenovdni:

o Kuzel je mnozina K C R", kterd obsahuje poédtek, tj. 0 € K, a nezdporné ndsobky svjch prvkd,
. Vxe K, a>0 jetaké ax € K.

e Konvexni kuzel je zdroven kuzel i konvexni mnoZina.

¢ Konvexni polyedricky kuzel je zaroven konvexni kuzel i konvexni polyedrickd mnoZina.

Neékteré mnozinové operace zachovavaji konvexitu mnozin.

Lemma 2.14.: Nechf A C R" je konvezni mnoZina a a € R. Pak také aA = {aa : a € A} je konvezni
mnozina.
Diikaz: Uvazujme tii piipady.

1. Kdyz A = 0, pak také a4 = (). Tvrzeni plati, nebot () je konvexn{ mnozina.

2. Kdyz A # 0 a a =0, pak aA = {0}, coz je konvexn{ mnozina.

3. V pifpadé A # 0 a a # 0 musime ovérit konvexitu z definice konvexn{ mnoziny.
Vezméme x,y € adal < A< 1.
Pak existuji £, € A takové, ze x = a€ ay = an.
Mnozina A je konvexni a tak A( + (1 — A\)n € A.
Pak vsak plati

MX+A-ANy=X X+ (1-Nan=a(X+(1-N)n) €ad .
Overili jsme, ze i v tomto piipadé se jednd o konvexni mnozinu.
Q.E.D.
Lemma 2.15.: Necht A, B C R" jsou konvexni mnoziny. Pak také
A+B={a+b:acA beB}, A-B={a—b:acA beB}
jsou konvexni mnoZiny.
Dikaz: Staci pouze ukédzat konvexitu mnoziny A + B, protoze A — B = A+ (—B).
Rozlisme dva piipady.

1. Kdyz bud A = () nebo B = 0, pak také A+ B =0 a ) je konvexni mnozina.
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2. Kdyz A # 0 i B # 0, pak musime ovérit definién{ vlastnost konvexni mnoziny.
Vezméme x,y € A+ Bal0< A< 1.
Pak existuji x4,y4 € A axp,yp € B takové, Ze x =X +Xpay=ya+yaB.
Mnoziny A, B jsou konvexni, proto Axs + (1 — A\)ya € 4, \xg+ (1 — \)ys € B.
Plati tedy
x+(1-Ny=Mxa+1-ANya)+Axp+(1—-Nyp)€ A+ B.
Ovetili jsme, ze A + B je konvexni mnozina.
Q.E.D.

Lemma 2.16.: Nechf I je néjakd neprdzdnd indezovd mnozina a X, C R" jsou konvezni mnoziny pro
kazdé o € I. Potom také jejich prinik (),c; Xo je konvezni mnoZina.

Diikaz: Ovérime definiéni vlastnost konvexni mnoziny.

Vezméme X,y € (e Xa a0 <A< 1.

To znamenad, ze pro kazdé a € I je x,y € X,.

Pak pro kazdé a € I je Ax + (1 — \)y € X,.

To viak znamend, ze Ax + (1 — Ny € (N, Xa-
Overili jsme, ze prunik je opét konvexni mnozina.

Q.E.D.

Sjednoceni mnozin vsak konvexitu nezachovavé. Piedstavme si sjednoceni dvou kruhu o stejnych
polomérech, ale ruznych stfedech.

Také nékteré topologické operace konvexitu zachovavaji. Pfipomenme si pojem uzavéru, vnitiku a hra-
nice mnoziny.
Definice 2.17.: Pro mnozinu S C R" definujeme:

e uzaveér, oznaceni clo (S), jako nejmensi uzavienou mnoZinu, kterd obsahuje S;

e vnitiek, oznacend int (S), jako nejuétsi otevienou mnozinu, kterd je obsaZena v S;

e hranici, oznaceni 9(S), jako rozdil uzdvéru a vnitrku S, tj. 9(S) = clo (S) \ int (S).

Uzéaveér a vnitfek konvexitu mnoziny zachovavaji.
Lemma 2.18.: Necht A C R" je konvezni mnoZina. Pak také clo (A), int (A) jsou konvezni mnoZiny.

Hranice konvexni mnoziny vSak zpravidla konvexni nebyva. Predstavme si naptiklad kruh. Jeho hranici
je kruznice a ta konvexni neni.

Pro problematiku optimalizace jsou dulezité nésledujici obaly mnoziny.

Definice 2.19.: Pro mnozinu S C R", S # 0 definujeme:

linedrni obal ... L(S)= {Z As)s: AM(s) ERVsel, 0#£ICS, I /fonec“mi} ;

sel

afinni obal .. Aff(S)= {Z/\(s)s :AMs) eRVsel, Z/\(s) =1,0#£IcCS, I koneémi};

sel sel
nezaporny obal ... pos(S) = {Z A(s)s : A(s) >0Vsel, 0#AICS, I koneéna’};
sel

sel sel

konvexni obal ... conv(S)= {Z A(s)s : A(s) >0Vsel, Z)\(s) =1,0#£IcCS, I k’oneénd} .



