Kapitola 5

Symetricka uloha NLP

V této kapitole se budeme zabyvat symetrickou tlohou nelinedrniho programovani
minimalizovat  f(x),

za podminek  gx(x) <0

k=1,2,...,m, (5.1)

Uloha je specidlnim pfipadem obecné tlohy NLP, nemd omezeni ve tvaru rovnic (2.13) a podminka
nezapornosti je explicitné vyjadiena.
Uloze (5.1) prifadime Lagrangeovu funkci

L(x;y) == F(X) + > yrgr(x). (5.2)
k=1

5.1 Globalni podminky optimality

Definice 5.1.: Rekneme, Ze pro x* € R", y* € R™ jsou splnény globdlni podminky optimality
(GPO) pro ilohu (5.1), jestlize

x>0, y">0 (5.3)
a pro kazdé x>0,y>0 plati L(x;y")>L(x"y")>LEx"5y). (5.4)

Rikdme téz, ze (x*,y*) je sedlovi bod Lagrangeovy funkce (5.2) v oboru x > 0,y > 0.
Véta 5.2.: Necht jsou pro x* € R", y* € R™ splnény GPO pro ilohu NLP (5.1). Pak je x* optimdlni
reseni zminéné ilohy a je splnéna podminka komplementarity

pro kazdé k=1,2,....m jebud y;=0 nebo gp(x*)=0. (5.5)

Diikaz: Podle piedpokladu je x* > 0. Dosazenim tvaru Lagrangeovy funkce (5.2) do (5.4) dostdvédme
m m m
10+ i) = 1) + S g x) = 1)+ 3 prge(x) (5.6)
k=1 k=1 k=1
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Nerovnosti (5.6) podle predpokladu plati pro néjaké y* > 0 a pro vSechna x > 0, y > 0. Pouzijeme
nejprve pravou vétev (5.6), tj. nerovnost

> uron(x) =Y ykge(x) Yy > 0. (5.7)
k=1 k=1

Uvédomime si, Ze g (x*) jsou pevné koeficienty a ze y* > 0 je z hlediska uvazované nerovnosti také pevny
vektor. Odtud pfimo vyplyvé, ze (5.7) muze platit jen kdyz gx(x*) <0, k=1,2,...,m a

D yigr(x") =0. (5.8)
k=1

Tato podminka je ekvivalentni s podminkou komplementarity (5.5).
To znamens, ze x* je piipustné resen tlohy (5.1) a Ze se levd vétev nerovnosti (5.6) redukuje na

)+ ior(x) > f(x*) ¥x>0. (5.9)
k=1

Omezme se jen na pifpustnd x. Pro né je gx(x) < 0, K = 1,2,...,m a z nerovnosti (5.9) plyne f(x) >
1(x7).
Tedy x* je optimdlni Feseni dlohy (5.1).
Q.E.D.

5.2 Podminky regularity

Véta 5.2 plati bez jakychkoli predpokladu na funkce f, g,. AvSak pro ovéfovani optimality feSeni nebo pro
nalezeni optimalniho feseni je neprakticka. Jako vedlejsi vysledek jsme dostali podminku komplementarity
(5.5). (Porovnejte s podminkami komplementarity v LP (3.32), (3.33).)

Véta 5.2 dava postacujici podminku pro bod globédlniho minima funkce f na mnoziné popsané ne-
rovnostmi (5.1). Otdzkou je, kdy bude globalni{ podminka (5.6) nutnd. Snadno najdeme piiklad, kdy
k optimdlnimu fesen{ x* tilohy (5.1) neexistuje vektor Lagrangeovych multiplikdtoru y* tak, aby platilo
(5.6).

Piiklad 5.3.: Resme tdlohu min {2 :22<0, >0, z € R}, tj. f(z) =—z, g(z) =2

Existuje jediné piipustné a tedy i optimdlni feseni dlohy. Je to z* = 0.
Lagrangeova funkce mé tvar L (z;y) = —z + ya2.

1. V bodé (0,0) nemé4 sedlovy bod nebot funkce x — L (2;0) = —2 nem4 na z > 0 minimum v z* = 0.

2. Pro y > 0, v bodé (0,y) také nenf sedlovy bod Lagrangeovy funkce, nebot x + L (z;y) = —x + yx?
mé na z > 0 minimum v = le a nikoli v 2* = 0.
K bodu z* = 0 tedy neexistuje zddné y* € R tak, aby dvojice (z*, y*) spliiovala GPO.
A
Je tedy zapottebi dalsich predpokladu, tzv. podminek regularity, které vylou¢i podobné degenero-
vané pripady. Z piikladu vidime, ze samotny predpoklad konvexnosti funkei f, g1, go, . .., gm nestaci.

Definice 5.4.: Pro dlohu (5.1) zavedeme mnozinu indexi aktivnich omezeni v bodé x > 0

By(x) = {k=12,...,m: gx(x) =0}, (5.10)
B.(x) = {i=12,....,n:x;,=0}. (5.11)
Uvedeme si tii podminky, které spolu s konvexnosti funkei f, g1, g2, .., gm zarucuji ekvivalenci mezi

splnénim (5.4) a existenci optimdalniho Feseni dlohy (5.1).
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Definice 5.5.: Rekneme, Ze pro piipustné feseni x € R" lohy (5.1) je splnéna podminka linedrni
nezavislosti, jsou-li funkce gi, k =1,2,...,m v bodé x diferencovatelné a gradienty aktivnich omezeni
jsou linedrné nezdvislé, tj. matice

(Vegr (x) k€ By (x), € i€ B, (x))

mda plnou sloupcovou hodnost.

Definice 5.6.: Rekneme, Ze tloha (5.1) splniuje Slaterovu podminku, jestlize existuje x > 0, pro
které plati g, (X) < 0 pro kazdé k =1,2,...,m.

Plati nésledujici véty.

Véta 5.7.: Nechtf f,gr, k = 1,2,...,m jsou konvexni funkce a v bodé x* € R" je splnéna podminka
linedrni nezdvislosti. Pak x* je optimalni TeSent dlohy (5.1) tehdy a jen tehdy, kdyz existuje y* € R™ tak,
Ze dvojice (x*,y*) spliuje GPO.

Dikaz: Dukaz je uveden napiiklad v [1] a v [4].
Q.E.D.

Véta 5.8.: Necht f,gr, k = 1,2,...,m jsou konvexni funkce a je splnéna Slaterova podminka. Pak
x* € R" je optimdlni refent wlohy (5.1) tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje y* € R™ tak, Ze dvojice (x*,y*)
splniuje GPO.

Diikaz: Dukaz je uveden napiiklad v [1], [4] a v [5].
Q.E.D.

Véta 5.9.: Necht [ je konvexni funkce a g, k = 1,2,...,m jsou linedrni funkce. Pak x* € R" je
optimdlni Teseni tlohy (5.1) tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje y* € R™ tak, Ze dvojice (x*,y*) spliiuje
GPO.

Diikaz: Dukaz je uveden napiiklad v [1], [4] a v [5].
Q.E.D.

Povsimnéte si, ze podminka linedrni nezavislosti je obdobou podminky pouzivané ve vété o vazaném
extrému z matematické analyzy.

5.3 Lokalni podminky optimality

V této podkapitole predstavime nutné a postacujici podminky k tomu, aby dvojice x*, y* splnovala GPO.
K tomu cili budeme vétsinou predpokladat diferencovatelnost a konvexnost funkei f, g1, g2, ..., gm-
Definice 5.10.: Rekneme, Ze pro x* € R", y* € R™ jsou spinény lokalni podminky optimality
(LPO) pro tlohu (5.1), jestlize plati
V.L(x";y*) >0, (X*)TVZL(X*;y*):O, s>
VyL(x*;y") <0 0
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Poznamenejme, Zze pro kazdé k = 1,2,...,m plati ad;k (x*;y*) = gr(x*). Tudiz podminka (5.13) je
shodnéd s podminkou

ge(x*) <0 prokazdé k=1,2,....m a (y) g(x") = yige(x*)=0. (5.14)
k=1

Véta 5.11.: Necht f,g1,92,---,9m jsou diferencovatelné. Pak podminky LPO, tj. (5.12), (5.13), jsou
nutné k tomu, aby dvojice x*,y* spliiovala GPO pro lohu (5.1).

Diikaz: Necht x*,y* spliuji GPO.
1. Pak pro kazdé i = 1,2,...,n plati
oL L(x*+te;;y*) — L(x*;y%)

ox; (5y7) = tli%1+ t

207

nebot pro kazdé kladné ¢ je
L(x*+te;y™) > L(x"y").
(e; oznacuje vektor, jehoz i-td slozka je 1 a ostatnf slozky jsou nulové.)

Pokud x} > 0, pak plati jesté

oL L(x*+te;;y*) —L(x*;y%)
= *Lo*) ) <
Oz; x5y7) t,li%l— t =0
Tim je splnéni podminky (5.12) dokédzéno.
2. Pak pro kazdé k =1,2,...,m plati
oL . L(x*y*+ter) — L(x*y%)
I (xFyt) = ’ <
oy Y = t =0
nebot pro kazdé kladné ¢ je
L(x"y"+tep) <L(x"5y") .
Pokud y;; > 0, pak plati jesté
oL, . ., . L(x*y*+ter) —L(x*;y%)
T (x*yt) = >
ayk(x ;y") = lim . >0.

Tim je splnéni podminky (5.13) dokédzéno.

Q.E.D.

Véta 5.12.: Necht f,91,92,-..,9m jsou konvexni a diferencovatelné. Pak jsou podminky LPO nutné
a postacugici k tomu, aby dvojice X*,y* splriovala GPO pro lohu (5.1).

Diitkaz: Nutnost podminek jiz byla ukdzéna ve vété 5.11. Sta¢i proto ukazat pouze postacitelnost.
Pro y* > 0 je funkce L (o;y*) konvexn{ na R". Podle (2.9) a (5.12) upravujeme postupné

L(x";y") + (x— X*)T VL (x*;y%)

L(x*;y*) +x' VoL (x*;y*) > L(x%y*) Vx>0
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Jako funkce y je L (x*;e) linedrni, tedy

Lix5y) = LGy +(y—y) VL(x'5y")
= Lxy)+y VL(xy") <L(x5y") Vy=>0
podle (5.13).
Tim je splnéni GPO ukazano.
Q.E.D.

Pro symetrickou ilohu NLP pouzivdme Lagrangeovu funkei ve tvaru (5.2), GPO vyjddrené jako (5.4)
a LPO zapsané v podminkdch (5.12), (5.13). Lagrangeovu funkci, GPO a LPO lze vyuzit i pro pozménény
tvar tilohy NLP. Av8ak Lagrangeova funkce a nésledné i podminky budou mit pozménény tvar. Budou
podstatné zdviset na tvaru tilohy NLP. Uvedme si v nasledujici tabulce nékteré z pouzivanych moznosti:

omezeni Lagrangeova funkce lok&lni podminky optimality

g(x) < 0 Vk f) + 2 ykgn(x) | Vul(xy") = 0 a (513)

x > 0 f(x) V.f(x*)>0,x" >0,(x*) V.f(x)=0

g (x) =0 Vk,x>0 | f(x)+ >, ykge(x) (5.12) a gp(x¥) = 0 Vk (5.15)

5.4 Citlivost dlohy NLP

Obdoba aproximace (3.42) pro dlohu LP v kapitole 3.8.2 plati také pro symetrickou tlohu NLP. Avsak
roli dudlnich proménnych zde pfebiraji Lagrangeovy multiplikdtory.

Véta 5.13.: UvaZujme symetrickou ulohu NLP
max {f(x) : gr(x) <bg, k=1,2,...,m, x>0} (5.16)
a ulohu, kterd z ni vznikne po zméné pravych stran nerovnosti o vektor A
max {f(x) : gp(x) <bg + Ak, k=1,2,...,m, x> 0}. (5.17)
Abychom mohli pouZit vyloZenou teorii, prevedeme ilohy na minimalizaci

min {—f(x) : gr(x) <bg, k=1,2,...,m, x>0}, (5.18)
min{—f(x) : gr(x) <bp + Ak, k=1,2,....,m, x> 0}. (5.19)
Necht X je optimdlni Fesent wilohy (5.18) spliujici GPO s Lagrangeoviimi multiplikdtory y agje optimdlni

resend ulohy (5.19) spliiugici GPO s Lagrangeovymi multiplikdtory 1. Pak plat{

Z A3i > f(E Z Agy - (5.20)

Diikaz: Staci si pouze napsat GPO pro obé tlohy, tj. pro vsechna x > 0, y > 0 plati
m m
—F00) + 3 Tl () — b) = —FR) > —FR) + > yilon(®) — bi).
k=1

—F0) + 3 lon(x) — b — Ak) > —F(€) = —FE) + D yklgn(€) — b — Ax).
k=1



