1 Nahodné veliiny

1.1 Zakladni pojmy

Pti studiu redlnych déji se neomezujeme pouze na jejich sledovani a popis. Byva za-
potfebi stanovit zakonitosti déju a vyuzit je k urceni jejich dalsiho pribéhu. K tomu
se Casto pouzivaji matematické modely, mezi néz patii také modely pravdépodob-
nostni a statistické.

Neni-li vysledek néjakého pokusu nebo déje jednoznacné uréen podminkami, za
nichz se odehrava, mizeme rtizné mozné vysledky povazovat za elementdrni jevy.
Oznacujeme je symbolem w s pripadnymi indexy. Mnozinu vsech elementarnich jeva
oznacujeme 2 a nazyvame ji prostor elementdrnich jevi. Vétsinou se nezajimame
o jednotlivé elementarni jevy, ale o urcité jejich mnoziny. Z matematického hlediska
se ukéazalo vyhodné zajimat se o takovy systém mnozin elementarnich jevi, ktery
tvoii o-algebru. Necht je tedy na prostoru €2 dana néjaké o-algebra A jeho podmno-
zin. Tyto podmnoziny se nazyvaji nahodné jevy. Jednotlivym mnozindm patficim
do A (a jenom jim) se pak pfipisuje pravdépodobnost pomoci néjaké pravdépodob-
nostni miry P. Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

V matematické statistice se stava, ze na A je dan cely systém pravdépodob-
nostnich mér {P,}. Tim je dan cely systém modeld ndhodného dé&je. Na zdkladé
analyzy realnych dat je pak tfeba rozhodnout, které z téchto modelt se daji pouzit
a které je tfeba zamitnout.

Necht R je redlné primka a B systém jejich borelovskych mnozin. Necht X (w) je
méfitelnd funkee z (2, A, P) do (R, B). Pak se X (w) nazyvéa ndhodnd veli¢ina a znaci
se struéné X. Kazdé borelovské mnozing B € B lze piifadit jeji vzor X 1(B) =
{w € Q: X(w) € B} a pravdépodobnostni miru Q(B) = P{X}(B)}. Mira Q
se nazyva indukovand mira (je indukovand funkci X) nebo také zdkon rozdélent
ndhodné veliciny X. Vétsinou se tika strucné jen rozdéleni. Ve statistice se Casto
pise £(X) misto Q. Pak je vidét, které veli¢iné rozdéleni piislusi. To je vyhodné
tam, kde se vySetfuje nékolik ndhodnych veli¢in. Pismeno £ vzniklo z anglického
slova law (zdkon).

Polozime-li specielné B = (—oo, z), dostaneme

F(z) = P{X < z}.

Funkce F' se nazyva distribucni funkce. Z teorie miry je znamo, ze mezi QQ a F
je vzajemné jednoznacny vztah. V teorii pravdépodobnosti se dokazuje, ze kazda
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1 Ndhodné veli¢iny

distribu¢ni funkce je neklesajici, zleva spojitd a plati pro ni lim, ., - F(z) = 0,
lim, o F(x) = 1. Distribuéni funkce muiZe mit nejvySe spo¢etné mnoho bodi

vvvvvv

typy distribu¢nich funkei:

a) Distribu¢ni funkce F je funkce skokt. V tomto piipadé fikdme, ze jde o dis-
krétni rozdeleni. Jak jsme pripomnéli, bod nespojitosti mize byt nejvys spo-
¢etné mnoho, a tak je mizeme oznacit x1,xs,.... Necht p; je velikost skoku
funkce F' v bodé xj. Lze zjistit, ze plati pp = P{X = 1 }.

b) Existuje takova funkce f(x), Ze plati
Fa) :/ F(t)dt. (1.1)

Pak jde o spojité rozdéleni. Jak znadmo, F mé vyjadieni (1.1) tehdy a jen
tehdy, je-li absolutné spojitd. Protoze F' je neklesajici, musi platit f(x) > 0
skoro vSude. Je-li t¥eba, upravi se f(x) tak, aby byla vSude nezaporna. Proto
déle pod pojmem hustota budeme rozumét jen néjakou jeji nezdpornou verzi.

Mnohé vlastnosti rozdéleni a jeho charakteristik plynou z véty o pfenosu inte-
grace, kterou nyni pfipomeneme.

Véta 1.1 (o prenosu integrace) BudiZ t méritelné zobrazeni z (Q, A, P) do né-
jakého méfitelného prostoru (A, D). BudiZ g méFitelnd funkce na (A, D). Necht Q
je mira na D indukovand zobrazenim t, tj. Q(D) = P{t=*(D)} pro D € D. Potom
plati

[ sltw1ap) = [ ataqe), (12)
jakmile jeden z integrdli existuje.

Dikaz. Viz Halmos (1950), véta 3 v § 39. Véta ma vSak natolik fundamentalni
vyznam, ze hlavni kroky dikazu uvedeme.

1) Zvolme nejprve g = I, kde Ip je charakteristickd funkce mnoziny B. Necht

B € D. Ptipometime, Ze Ig[t(w)] = 1 pro t(w) € B, tj. prow € t~(B). Proto
leva strana vzorce (1.2) je

/ I5[t(w)] dP(w) = / dP(w) = Pt(B)],
Q

t=1(B)

zatimco prava strana vzorce (1.2) je

[ 1030w = [ a0 = oB) =Pl (5]
A B

Tim je pro méfitelnou charakteristickou funkci mnoziny vzorec (1.2) dokazéan.
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Zakladni pojmy 1.1

2) Je-li g jednoduché métitelnd funkce, tvrzeni plyne z toho, Ze integral je linearni
funkcional.

3) Necht g je nezdpornd méfitelnd funkce. Pak existuje posloupnost gi nezépor-
nych jednoduchych méfitelnych funkei takovd, ze gx(t) T g(t) pro kazdé t € A.
Dale se uzije Leviho véta o monoténni konvergenci.

4) Je-li g redlna méfitelna funkce, uzije se rozklad g = g™ — g~

5) Je-li g komplexni méfitelnd funkce, uzije se jeji rozklad na redlnou a imagi-
narni cast. |

Ve specidlnim piipadé, kdy (A,D) = (R,B) a zobrazeni ¢ je ddno nadhodnou
veli¢inou X, dostava vzorec (1.2) tvar

/ 91X ()] dP(w) = / J(t) dQ(2), (1.3)
Q

R

kde mira @) odpovida distribué¢ni funkci F'. Plati-li (1.1), mame

/R 9(t) dQ(t) = / o(t) dF (1) = / o) F(t)dt. (1.4)

R

Existuje-1i hustota, pak kombinaci vzorct (1.3) a (1.4) dostaneme, Ze plati

P{XGB}:/f(m)d:u BeB.
B

Je-li ' funkce skokt, kterd ma v bodech x1, s, ... skoky o velikostech pi,ps,...,
pak plati
PIXeBl= > o

{i:z;€B}

Ve statistice se ¢asto pouzivaji integraly ndhodnych veli¢in. Pouziva se pro né
symbol E (expectation). Rikdme, ze EX = [, X(w)dP(w) je stiedni hodnota né-
hodné veli¢iny X, pokud uvedeny integral existuje. Protoze obvykle byva znama
jenom distribucni funkce, vétsinou se provadi konkrétni vypocet podle vzorce EX =
Jg xdF(x). Je-li a n€jaka konstanta, pak Ea = a. Poznamenejme, Ze se velmi ¢asto
vyskytuje situace, kdy integrujeme pres cely prostor. Pro struc¢nost se tento pro-
stor vynechavé, a tak v dalsim napi. misto [, X(w)dP(w) budeme psat jenom
[ X (w)dP(w).

Casto se setkdvdme s nezapornymi ndhodnymi veli¢éinami. Ty popisuji tiebas
dobu ¢ekani, dobu zivotnosti apod. Pti vypoctu jejich stfedni hodnoty byva uzitecna
nasledujici véta.

Véta 1.2 Necht X je nezdpornd ndhodnd velicina s distribucéni funkci F' s konecnou
stredni hodnotou. Pak EX = [[°[1 — F(x)]dz.
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1 Ndhodné veli¢iny

Diikaz. Necht T > 0 je bod spojitosti distribuéni funkce F'. Integraci per partes
dostaneme

T T T
/ 2dP(z) :TF(T)—/ Flz) dx:—T[l—F(T)]+/ - F(z)de. (15)
0 0 0

Pritom
oo

dF (z) < /  pdF ().

T

T — F(T)] = T/

T

Vzhledem k piedpokladu, Ze stfedni hodnota je konecna, plati f;o xdF(z) — 0 pro
T — o0, takze tvrzeni véty dostaneme z (1.5) limitnim pfechodem. a

Ozna¢me ), = EX*, k= 1,2,.... Cislo y}, se nazyva obecnyj moment k-tého
fadu. Existuje-li moment 1} a je-li koneény, pak definujeme py, = E(X —EX)F, k =
moment je uo. Nazyva se rozptyl a obvykle se oznacuje symbolem o2. P¥itom o > 0
je smérodatnd odchylka. Nékdy misto o2 piSeme var X a ¢teme variance veli¢iny X.
Upravou dostaneme, ze 02 = EX2 — (EX)2. Je-li EX? < oo, pak také |[EX| < oo,
nebot

EX| = |E(1.X)| < VE12.EX? = VEX?2 < .
Necht a a b jsou realn4 &isla. Existuje-li EX, pak E(a+bX) = a+bEX. Je-li EX? <

oo, pak var(a + bX) = b?var X. Mame-li ndhodné veli¢iny X1, ..., X, s kone¢nymi
stfednimi hodnotami, pak pro libovolna realna ¢isla cq, ..., ¢, plati E Z?:l X =
Z?:l C; EXl

Necht EX* < co. Pak také EX? < co. Pfedpokladejme, ze o > 0. Pak definu-
jeme Sikmost a3 = pz/o> a §picatost ay = pg/ot. PYi vypoctu sikmosti a $picatosti
se Casto pouziva vzorcu

ps = EX® — 3EX?EX + 2(EX)3,
ps = EX* —4EX3EX + 6EX?(EX)? — 3(EX)™.

Jak uvidime dale, u nékterych rozdéleni neexistuje ani prvni moment (napf.
u Cauchyova rozdélent). U jinych rozdéleni naopak existuji a jsou koneéné mo-
menty ) pro vSechna k = 1,2,.... Piikladem je tfeba normdlni rozdéleni, ale i
mnoha dalsi. Pak se mtze stat, ze touto posloupnosti momenti je takové rozdéleni
jednozna¢éné uréeno (napt. pravé normalni rozdéleni). Rikame, ze jde o determi-
nované rozdéleni (v Hamburgerové smyslu). Naproti tomu logaritmicko-normdlni
rozdélent s hustotou

fi(z) =
a rozdéleni s hustotou

fa(x) = [1 + asin(27 Inz)] f1(x), x>0,

pro libovolné a € [—1,1] maji stejné momenty u), k = 1,2,.... Takové rozdéleni,
které neni svymi momenty jednoznacné urceno, se nazyva nedeterminovane.
Nejznaméjsi kritérium determinovanosti je obsazeno v nasledujici véte.

! { 112 } >0
———expy —<-In"x x R
\V2rx P 2
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Zakladni pojmy 1.1

Véta 1.3 Jestlize fada Y oo pht" /k! pro nékteré t > 0 absolutné konverguje, pak
posloupnost momenti u),, k= 1,2,..., jednoznacéné uréuje distribuéni funkci.

Dikaz viz Rao (1978). O

V mnoha piipadech je nutné pouzit jemné&jsi kritéria (viz Lin, Huang 1997).
Rozdéleni ndhodné veli¢iny X je determinované, plati-li

> (EX?) e = o0
n=1

(Carlemanovo kritérium). Rozdéleni ndhodné veli¢iny X s hustotou g je nedeter-

minované, plati-li
* —In
/ 79(3 ) dy < oo
o Lty

(Kreinovo kritérium).

Povsimnéme si, ze ve vSech téchto pripadech jsou udany pouze postacujici pod-
minky.

K popisu rozdéleni se pouziva i velké mnozstvi dalsich charakteristik. Jednou
z nich je tzv. medidn . Je to (libovolné) &islo, pro které plati FI(Z) < 1, F(z1) > 3.
Medidn obecné témito podminkami neni jednozna¢né uréen. Necht |[EX| < co. Pak
se d4 dokazat, ze vyraz E|X — ¢| nabyva své minimélni hodnoty p¥i ¢ = Z.

Dalsi dulezita charakteristika se nazyva modus a znaci se Z. Je-li diskrétni
rozdéleni soustfedéno v bodech z1,x2,..., je & ten bod, pro ktery plati P(X =
) >P(X =u1;),i=1,2,.... Je-li rozdéleni spojité s hustotou f(z), pak modus je
ta hodnota &, pro kterou plati f(2) > f(z), —0o < x < co. Ani modus nemusi byt
urcen jednoznacné.

Necht F je néjaka distribuéni funkce. Zavedme funkci F~! piedpisem

F~Y(u) = inf{z : F(2) > u}, 0<u<l.
Pak se F~! nazyva kvantilovd funkce odpovidajici distribuéni funkci F. Hodnotdm
F~1(u) se ¥ik4 kvantily. Je-li F rostouci funkce, pak F'~! je oby¢ejnd inverzni funkce

k F.

Véta 1.4 Necht ndhodnd velicina X md rostouct spojitou distribucni funkci F. Pak
pro nahodnou veli¢inu U = F(X) plat{

0 pro u<Q0,
PU<u)=< u pro 0<u<l, (1.6)
1 pro 1<u.
Dikaz. Je-li u < 0, nebo 1 < u, je tvrzeni ziejmé. Necht 0 < u < 1. Pak méame

P(U <u)=P[F(X)<u]=P[X < F'(u)]=F[F 'u)]=u
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