11 Neparametrické metody

11.1 Jednovybérové testy

11.1.1 Znaménkovy test

Necht X1, ..., X, je vybér ze spojitého rozdéleni s jedinym medidnem . Plati tedy
- - 1 )
P(Xi<m)=P(Xi>x)=§, i=1,...,n.

Testujme hypotézu Hy : & = x¢, kde z¢ je dané cislo. Zabyvejme se oboustrannym
testem, kdy alternativou je Hy : & # xg. Utvori se rozdily X; — xg, ..., X, — xg-
Pocet rozdili s kladnym znaménkem oznacme Y. Plati-li Hp, m& Y binomické
rozdéleni Bi(n, %) Hypotézu Hy zamitneme, bude-li Y blizké nule nebo blizké ¢islu
n. Je-li n malé, pouzivaji se tabulky kritickych hodnot k; a ks s vlastnostmi

P(Y < k) < P(Y > k) < % (11.1)
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Pfitom k; je nejvétsi a ko nejmensi z ¢isel, pro néz (11.1) plati. Vzhledem k symetrii
rozdéleni Bi(n, 1) je ks =n — ki.

Hypotézu Hy tedy zamitneme, bude-li Y < k1 nebo Y > ky. Hladina testu je
nejvyse rovna a. Obvykle je v8ak znac¢né mensi nez «, zejména pii malych hodno-
tach n.

Zavedme nahodné veliciny &1,...,&, tak, ze & = 0 v pfipadé X; —x9 < 0 a
& =1 v pifpadé X; — 29 > 0. Tudiz Y = & + -+ + &,. Plati-li Ho, je E¢ = 1,
var & = i a veli¢ina

mé podle centralni limitni véty asymptoticky rozdéleni N(0, %), tzn. veli¢ina

_2Y—n
= 7

mé asymptoticky rozdéleni N(0,1). Hypotézu Hy zamitneme, kdyz |U| > u(%).

/////

U

(11.2)

231



11 Neparametrické metody

pouziva, je-li n > 20. Ekvivalentné se nékdy misto toho pouziva modifikace, p¥i niz
se Hy zamita, kdyz U? > xi(a).

Dalsi moznosti je vyuzit transformact stabilizujicich rozptyl vzhledem k tomu,
Ze ¢asto maji lepsi normélni aproximaci. V ptipadé £ ~ Bi(n,p) pro W = £/n mame
EW = p, varW = o2(p) = p(1 — p)/n. Ze vzorce (6.5) pii ¢ = 1/(2y/n) dostaneme
g(p) = arcsin \/p. Odtud mame Eg(W') = g(p), varg(W) = 1/(4n). Funkci g se fika
arkussinovd transformace. Nékdy se pouziva transformace

s i 2) /(1 2)

kterd je v jistém smyslu piesnéjsi. Zde mame Egy (W) = g1(p), var g1 (W) = 1/(4n+
2). Vratime-li se zpét ke znaménkovému testu, v prvni varianté muZeme pouzit

veli¢inu
. Y . 1
Uy = 2¢/n | arcsin{/ — — arcsin 3
n

a Hy zamitneme, kdyz |U| > u(§ ). Ve druhé varianté vypocitavame

/8Y 1
Uy = V4n + 2 | arcsin 8y +3 — arcsin \/j
8n +6 2

a Hy zamitame v piipadé |Us| > u(§). Z testt zalozenych na U, Uy a Us lze
doporucit prvni z nich, protoze nejlépe zachovava hladinu chyby prvniho druhu
(viz Zvéara 1995). Statistické programy umoziiuji provést i exaktni test.

Znaménkovy test pouziviame zejména v pripadé, kdy rozdéleni velicin X; je
vyrazné zeSikmené. JelikoZ tento test m& pomérné malou silu (pravdépodobnost
chyby druhého druhu je ve srovnéni s jinymi testy dosti velikd), je zadouci mit
k dispozici vétsi pocet pozorovani n.

Jestlize se z technickych divodi stane, ze nékteré rozdily X; — xo jsou rovny
nule (coz teoreticky ma nulovou pravdépodobnost, ale mize k tomu dojit tieba
vlivem zaokrouhlovacich chyb), pak se tyto hodnoty vynechaji a o jejich pocet se
snizi ¢islo n. Jinak test probéhne beze zmény.

Znaménkovy test mize byt také jednostranny. Mnohorozmeérny znaménkovy test
uvadi Bennett (1962).

Znaménkovy test fadime mezi neparametrické testy, protoze k jeho odvozeni
nebylo nutné pro dany vybér specifikovat presny typ rozdéleni ¢i dokonce jeho
parametry.

Priklad 11.1 Deset pokusnych osob mélo nezavisle na sobé bez predchoziho néa-
cviku odhadnout, kdy od daného signalu uplyne jedna minuta. Byly ziskany nasle-
dujici vysledky (v sekundéch):

53, 48, 45, 55, 63, 51, 66, 56, 50, b58.
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Jednovybérové testy 111

Testujeme-li hypotézu, ze medidn rozdéleni je zg = 60 sekund, tj. Hy : £ = 60,
vypocteme veli¢iny Y; = X; — 60, které jsou rovny

—7, -12, —15, -5 3, -9, 6, —4, —10, -2.

Méame n = 10, pocet rozdild s kladnym znaménkem je ¥ = 2. Podle tabulky kri-
tickych hodnot pfin =10 a a = 0,05 je k1 = 1, ko = 9. Protoze Y € (kq, k2), nelze
znaménkovym testem nulovou hypotézu zamitnout. Da se vypocitat, ze v tomto
pripadé skuteéna hladina testu neni 0,05, ale jen 0,02. Ale test, ktery by pouzil
sousednich hodnot k; = 2, ko = 8, uz by mél hladinu 0,11.

Pro ilustraci uvedme, Ze v nasem piipadé vyjde U = —1,897, U; = —2,035
a Uy = —1,919. Pii @ = 0,05 by se absolutni hodnota téchto c¢isel porovnavala
s kritickou hodnotou 1,96. ¢

11.1.2 Jednovybérovy Wilcoxoniiv test

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s hustotou f, kterd je
symetricka kolem bodu a a kladna v jeho okoli. Plati tedy f(a + z) = f(a — ).
7 toho plyne, ze a musi byt rovno medianu z. Existuje-li kone¢né stfedni hodnota
tohoto rozdéleni, pak musi také pro kazdé ¢ platit EX; = a. Konec¢nost stiedni
hodnoty se vSak obecné nepredpoklada. Jednovybérovy Wilcoxoniv test je urcen
k testovani hypotézy Hy : £ = x¢ proti alternativé Hy : & # xg.

Nejprve predpokladejme, ze zadna z veli¢in X; neni rovna xg. Polozme Y; =
X; — xg. Veliciny Y; sefadime do neklesajici posloupnosti podle jejich absolutni
hodnoty

Vi <Yl < < Y-

Budiz R; potadi veli¢iny |Y;|. Ozna¢me
St=> Rf, S =) Rl
Y:>0 Y;<0

Ptitom plati ST + S~ = n(n + 1)/2. Je-li ¢islo min(S™,S™) mensi nebo rovno
tabelované kritické hodnoté w,, (), zamitdme Hy.

Z uc¢inénych predpokladu vyplyva, ze pfi platnosti Hy jsou Y1, ...,Y, nezavislé
stejné rozdélené nahodné veli¢iny, jejichz rozdéleni je symetrické kolem nuly.

Véta 11.2 Plati-li Hy, pak vektory (sign Y1,...,sign Y,.)" a (|[Y]q),...,[Y]m))
jsou nezavisle.

Diikaz. Jelikoz veli¢iny Y; jsou nezavislé, vektory (sign Y;, |Y;|) jsou také nezavislé.
Ze spojitosti a ze symetrie rozdéleni vyplyva, ze

P(signY; = 1) =P(sign ¥V; = -1) = _.
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11 Neparametrické metody

Dale méame pro libovolné y > 0
1
P(sign Y; = 1,|Yi| < y) = P(0<Yi<y)=§P(—y<Y;<y)
1 .
= 5P(Yil <y) = P(sign Yi = 1) P(|Yi| <)

Proto veli¢iny sign Y; a |Y;| jsou pro kazdé i nezévislé. Celkové dostdvéame, ze
vektory (sign Yi,...,sign Y,) a (|Yi|,...,|Ys|) jsou nezavislé. Protoze vektor
(1Y[1ys -5 [Yn))" je funkei vektoru ([Y1],...,[Yy])’, je tim véta dokdzéana. O

Véta 11.3 Oznac¢me S = Y R} sign Y;. Pak
i=1

nin+1)
—

Diikaz. Plati ST — S~ =S, ST+ S~ =n(n+1)/2. Odtud vypocéteme S+. O

1
S+:§S +

Véta 11.4 Plati-li Hy, pak

1 1
EST = Zn(n +1), var ST = ﬂn(n +1)(2n +1).

Dikaz. Nejprve si vSimneme, ze Esign Y; = 0 pro kazdé ¢. Z véty 11.2 dostaneme,
7e E(R] signV;) = (ER;")(EsignY;), a tak

E(R; sign V;) = 0. (11.3)
Odtud
ES = Z E(R; sign Vi) = 0.

Vzhledem k (11.3) plati

var(R; sign Y;) = E(R; sign Y;)? = E(R;)?E(sign Y;)?

1 1 11
=E(R)* = 12% +22E —|—-~-—|—n2ﬁ = 6(n+ 1(2n+1).

Obdobné se dokaze, ze plati
cov(R]signY;, RfsignY;) =0  proi # j.

Nyni se pouzije véta o rozptylu souctu ndhodnych veli¢in. O
Dé se dokazat (viz Hajek a Sidak 1967), Ze za platnosti Hy ma ST asymptoticky
normalni rozdéleni. Test hypotézy Hy lze tudiz také zalozit na veli¢iné
St —EST

U= —+——,
vvar St
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Dvouvybérové testy 11.2

kde ES* a var ST jsou uvedeny ve vété 11.4. Vyjde-li [U| > u(§), zamitneme Hy
Je tfeba zduraznit, ze jednim z predpokladi jednovybérového Wilcoxonova testu
je i symetrie hustoty f kolem medidnu. K zamitnuti Hy muze tedy opravnéné dojit
i tehdy, je-li median roven xq, ale hustota f je vyrazné nesymetricka.
Je-li néktera z veli¢in X; rovna zq, zpravidla se toto pozorovani vynechava.

Priklad 11.5 Pouzijeme data z pfikladu 11.1. Testujme opét hypotézu, ze medidn
rozdéleni je roven xy = 60 sekund. Jiz jsme vypocetli, ze veli¢iny Y; = X; — 60 jsou
rovny

-7, —12, —15, -5, 3, -9, 6, —4, -10, -—2.
Seradime je do neklesajici posloupnosti podle jejich absolutnich hodnot. Dostaneme
-2, 3, —4, -5, 6, -7, -9, -—-10, -12, -—15.

Cislo 3 m4 pofadi rovné dvéma, ¢islo 6 ma potadi rovné péti. Proto ST = 2+5 = 7.
Odtud S~ = 10 x 11/2 — ST = 48. Rozsah vybéru n = 10 je pomérné maly,
proto uzijeme presnych kritickych hodnot. V tabulkéach kritickjch hodnot najdeme
w10(0,05) = 8. Protoze min (ST,57) = 7 < w19(0,05) = 8, zamitneme hypotézu,
ze v lidské populaci polovina osob délku jedné minuty podhodnoti a polovina nad-
hodnoti. Kdybychom pro ilustraci uzili asymptoticky postup, méli bychom

ESt =275  var ST =9625 U= -2,00.

Protoze |U| > u(0,025) = 1,96, zamitla by se nulova hypotéza i timto postupem.
¢

11.2 Dvouvybérové testy

11.2.1 Dvouvybérovy Wilcoxontiv test

Necht Xi,...,X,, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribucéni funkci
F a necht Y7,...,Y, je na ném nezavisly ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni
s distribuc¢ni funkci G. Je tfeba testovat hypotézu Hy : F' = G proti alternativé
Hl : F 7é G.

Vsech m + n veli¢in Xq,..., X, Y1,...,Y, (tzv. sdruZeny vybér) usporadame
vzestupné podle velikosti. Oznac¢me T3 soucet pofadi hodnot X1, ..., X,, aTs soucet
potfadi hodnot Y7,...,Y,. Je jasné, ze

1
T1—|—T2:§(m—|—n)(m+n—|—1).

235



