11. Fourierova transformace,
konvoluce, vypocet integralii pomoci
FT

Fourierova transformace je ¢asto pouzivana metoda pfi feseni specifickych tloh. Octa-
ve a Matlab maji implementovanu rychlou Fourierovu transformaci, tzv. FFT algo-
ritmus (Fast Fourier Transform). Podminkou pouziti FFT jsou ekvidistantné rozdé-
lend data a optimalni pocet dat rovny 2" (pokud neni pocet dat roven 2" doplni
je Octave/Matlab nulami). P¥i pouziti Fourierovy transformace pfechizime z ¢asové
soufadnice do frekvenéni, resp. z pfimého prostoru do komplementarniho reciprokého.

Méjme n—hodnot néjaké funkce f(t), méfené v ekvidistatnich ¢asovych intervalech
ti,

£ = {F(0), F(B1)s s f(ta1)} ta = nAL.

Diskrétni Fourierova transformace je definovana vztahy
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kde F}, reprezentuji koeficienty Fourierovy fady funkce f(t) pro frekvence mensi nez
Nyquistova frekvence w = &z,

_ 27k _ w _ n
(.Uk-fmfm ki()’l""’?

Ukazme si aplikaci Fourierovské analyzy pfi analyze ¢asové série poctu slune¢nich
skvrn na povrchu Slunce, tzv. Wolfova ¢isla.

octave:1>s=load(’sunspot.dat’);
octave:2> cas=s(:,1);
octave:3> Wolf=s(:,2);
octave:4> FTWolf=fft (Wolf);
octave:5> FTWolf (1)=[];
% prvni cislo je suma hodnot v poli
octave:6> n=length(FTWolf) ;
octave:7> FTWolf2=abs (FTWolf(1:floor(n/2)))."2;
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11. Fourierova transformace, konvoluce, vypocet integral pomoci FT

octave:8> nyquist=1/2;

octave:9> frekv=(1:n/2)/(n/2)*nyquist;
octave:10> out=[frekv’ FTWolf2];

octave:11> save -ascii ’periodogram.dat’ out
octave:12> perioda=1./frekv;

octave:13> out=[perioda’ FTWolf2];
octave:14> save -ascii ’cyklus.dat’ out
octave:15> m=find (FTWolf2==max (FTWolf2));
octave:16> perioda(m)

ans = 11.038

Na prvnim fadku na¢teme data ulozend v souboru sunspot.dat do proménné s. Prvni
sloupec obsahuje ¢as, druhy pocet slune¢nich skvrn (Wolfovo &islo). Na étvrtém fadku
provedeme Fourierovu transformaci ¢asové zavislosti pomoci funkce fft a vysledek
ulozime do proménné FTWolf. Na Sestém radku ulozime do proménné n délku pole
FTWolf. Do proménné FTWolf2 ulozime druhou mocninu velikosti prvka (prvky pole
FTWolf jsou obecné komplexni) z prvni poloviny pole FTWolf, viz dale. Na osmém
fadku spocteme Nyquistovu frekvenci (data jsou ulozena s At=1 (rok)). Na devatém
fadku ulozime do vektoru frekv frekvence. Déle vytvoiime matici out, kterou pak
ulozime do souboru periodogram.dat. Nyni pfevedem frekvence na periody (12.F4-
dek), znovu naplni proménnou out a data ulozime do souboru cyklus.dat. Na fadku
¢.15 hledame index pole odpovidajici maximu hodnot vektoru FTWolf2 a poslednim
fadku ji zobrazime. Vyslednd hodnota odpovida délce tzv. sluneéniho cyklu (11 let).
Nasledujici obrazky ukazuji grafické zndzornéni zadanych a spoctenych dat:
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OBR. 11.36. Pocet slune¢nich skrn (Wolfovo ¢islo) od roku 1700 (nalevo) a pocet cykla za
rok po FFT (vpravo).
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Vypocet konvoluce a dekonvoluce pomoci FT 10.3
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OBR. 11.37. Perioda slune¢niho cyklu ziskana z FFT
Wolfova ¢isla.

V predchozim prikladé jsme na fadku ¢islo 7 pouzili jen prvni polovinu hodnot
uloZenych v proménné FTWolf. Tento krok je dan fazenim hodnot v poli po provedeni
piikazu ££t. Necht je v poli IV hodnot. Na pocéatku pole jsou ulozeny hodnoty Fourie-
rovy transformace (FT) danych hodnot pro nezaporna k (1 < k < N/2) néasledované
hodnotami FT pro zédporné frekvence (N/2+1 < k < N/2). Pokud potfebujeme data
prerovnat tak, aby na zacatku pole byla data pro zaporné frekvence, pouzijeme funkci
fftshift. Inverzni Fourierovou transformaci spo¢teme piikazem ifft.
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11.1 Vypocet konvoluce a dekonvoluce pomoci
FT

V redlném fyzikdlnim experimentu je vzdy naméfeny signal m(t) konvoluci ¢istého
fyzikdlniho signalu f(t) a instrumentalni rozliSovaci funkce daného experimentalni
zarizeni r(t),12

m(t) = f(t) * r(t).

Konvoluci mizeme snadno spocitat pomoci FT, kdy plati

kde M, I a R jsou Fourierovské obrazy m, ¢ a r. Ukazme si vypocet konvoluce a jeji vliv
na méfend data na jednoduchém piikladé. Uvazujme dvé blizké spektralni ¢ary, které
budeme pozorovat pomoci spektrometru. RozliSeni spektrometru budeme simulovat
pomoci 8ifky vstupni clony; pro jednoduchost ji budeme popisovat Gaussovou funkci
s polositkou oy (w od slova window, okno). Profil spektralnich ¢ar budeme také
popisovat pomoci Gaussovych funkci. Nejdfive napiseme funkci, kterd pro zadané
parametry spoc¢te Gaussovu kiivku:

function y=gauss(x,x0,sigma,A)
% funkce vraci Gaussovu krivku spoctenou pro hodnoty
% v poli x, s polohou maxima v x0, s polosirkou sigma
% a s amplitudou A

y=A*exp(-(x-x0).72/2.0/sigma) ;

Zvolime polohy spektralnich ¢ar, jejich intenzity a polositky a polositku ” pozorovaciho
okna”, tj. $itku vstupni $térbiny. Dle vztahu M (t) = F(t) - R(t) spo¢teme Fouriériv
obraz méfeného signdlu a pomoci funkci ifft a fftshift uréime realny signal. Ten
muzeme nakonec zobrazit pomoci funkce plot.

x=[-10:0.2:10]; % vektor x-vych souradnic

x1=-2; J, poloha 1.spektralni cary

x2=2; % poloha 2.spektralni cary
f=gauss(x,x1,0.1,1)+gauss(x,x2,0.1,1); % cary maji sigma=0.1 a A=1

12¢tenaf se jisté setkal i s integralnim zapisem konvoluce

m(t) = / Fly — tyr(t)dy.
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r=gauss(x,0,0.1,1); % instrumentalni rozliseni
M=fft(f).*fft(r); % Fourieruv obraz mereneho signalu
m=fftshift (iff(M)); ’ "mereny" signalu
plot(x,abs(m));

Zkuste si pro rizné hodnoty $itky vstupni §térbiny graficky zndzornit funkci m(¢). Pro
rostouci hodnoty 8ifky vstupni $térbiny uz nelze rozeznat dvojici spektralnich ¢ar. V
realném spektrometru ovSem nemizeme mit $ifku vstupni clony nekonec¢né malou —
uzsi clona znamena mensi intenzitu méreného signalu.

Slozitéjsi je vypocet dekonvoluce, kdy potifebujeme zjistit fyzikalni signal z na-
méreného signalu a znamého instrumentalniho rozliSeni. Tato tloha je vsak Spatné
podminénd, silné zavisi napf. na poméru signil/Sum dat a pod. Podrobny ¢lanek
o vypoctu dekonvoluce v prostiedi Matlab publikoval Doc.Rafaja [Rafl], [Raf2].

11.2 Vypocet integrali pomoci FFT

Velmi Casto se ve fyzice setkdvame s vypoctem integrala typu

:f:f(t e“tdt Io(w f F(#) cos(iwt)dt  Is(w f f(t) sin(iwt)dt

kde w je kruhové frekvence. P¥i vypoctu téchto integrali pomoci FFT je tfeba zo-
hlednit kraje intervalu integrace. Pocet dat musi byt roven mocniné N = 2". Pokud
tak neni, a mame jen M dat, doplnime data nulami,

N>M+1, N=2" N<M+1, fj=0 M+1<j<N-1

Hodnota N urcuje i maximéalni hodnotu frekvence w, do které miazeme integrovat.
Hodnotu integralu spoc¢teme podle vztahu (podrobnosti viz. Numerical Recipes [NR])

I(wn) =~ A" {W(0) [FET (fo, .- -, fn—1)],
+ ao(0) fo + o1(0)f1 + a3 (0)fz3 + -+
+ elnltm a)[ 0(0)far + 3 (0 )fM—1+Ot§(9)fM—3+...]}

a] = ag = agz =0,

kde * znaéi komplexné zdruzené éislo, f; = f(t;) a v lichobé&Znikové aproximaci
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